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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Раздумывая над тем, стоит ли приобретать новую 
книгу, Потенциальный Читатель обычно обращается к 
предисловию, чтобы найти в нем ответ на вопросы: что 
это за  книга? Для кого она п редназначена? О чем 
она? С какими известными образцами ее можнр срав
НIIТЬ? 

Самое беглое знакомство с содержанием книги, ко
торую вы держите в руках, убеждает, что речь идет о 
м атематике: числа, делящиеся друг на друга, треуголь
ники Аве, задачи - все это атрибуты «царицы наук». 
Надеюсь, я не отпугну читателя, заявив, что это серьез
ная книга и математика в ней тоже достаточно серьез
ная. 

Развлекательная или, лучше сказать, заним ательная 
математика существует, посвященная ей литература об
ширна и пользуется большим спросом; к ее лучшим об
разцам принадлежат, например, вышедшие в последние 
годы книги М. Гарднера 1. Не будучи ни в коей мере 
противником этого направления и всячески его привет
ствуя, я все же склонен считать, что его содержание 
большей частью находится в стороне от главного русла 
математики: это изолированные островки и тИхие про
токи, где приятно отдохнуть и развлечься ,  созерцая экзо
тические цветы и любуясь диковинными мотыльками_ 
Математическая головоломка может доставить удоволь
ствие, привлечь внимание и возбудить живой интерес 
к математике, может, наконец, послужить толчком к вы
бору жизненного пути будущими Архимедами, но на-

1 М. r а р Д н е р, Математические головоломки и раэвлечения. 
М., иэд,во «Мир», 1971; М. r а р Д 11 е р, МатемаТllческие досуги, М., 
нзд,во «мир», 1972; М. r а р Д н е р, Математические новеллы, М., 
нзД,во «мир», 1974. 
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у'шть матем атике - не ее задача. Разумеется, разви
тие математики течет по извилистому руслу, которое. 
вдобавок, постоянно меняется, и может статься, что се
годняшний предмет забавы завтра приобретет глубокий 
смысл, но сейчас речь не о том. 

Чтобы научиться математике, как, впрочем, и любой 
другой науке, нужны Учебник и Задачник, систематиче
ское штудирование известных истин и самостоятельный 
поиск решения сначала малых, а затем и больших проб
лем, приобретение эрудиции и развитие навыков творче
ства . Поэтому сборники задач всегда будут неотъемле
мой частью математического образования. Они могут 
быть разными. 

Обычный школьныiI задачник, предназначенный для 
закрепления приобретаемых знаний и развития навыков 
«математического ремесла», построенный, как правило, 
на небольшом чнсле шаблонных приемов. Задачник-учеб
ннк, в котором задачи группируются в циклы, располо
женные в строгой последовательности; решая пх, вы по
степенно, незаметно для себя осваllваете новую область� 
как бы повторяя путь первопроходца. Наконец, задачник, 
в котором просто собраны нестандартные интересные за
дачн. Решить непривычную задачу, отреШИВШ!1СЬ от за
ученных шаблонов, - это уже маленькая творческая по
беда. 

Поэтому, не являясь учебным пособием, задачникн 
последней из названных категорпй могут оказать неоце
нпмую помощь как педагогу, так и тому, кто занимается. 
Кнпг а  Чарльза TplIГгa «Mathematical Quickies» несомнен
но относится к их числу. 

Вместе с планируемыми к изданию «Венгерскю.ш 
математическими олимпиадамп» и. Кюршака (сборник 
задач, предлагавшихся на ЭТJ1Х олимпиадах с 1 894 по 
1 974 год) , «400 избранными задачами» (сборник памяти 
Отто Дункеля, многолетнего редактора задачнаго отдела 
в журнале American Mat1!cmatical Montbly) и рядом дру
гих сборников книга Тригга составит своеобразную се
рию «Задачи И олимпиады», которую намеревается пуб
ликовать издательство «Мир». Мне кажется, что эта се
рил будет тепло принята читателем, несмотря на то что 
занимательность составляющих ее книг в значительной 
:мере отходит на второй план, уступая место серьезной 
математике, 
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Серия раССЧIlТана в основном на широкий круг уча� 
шейся молодt:жи - от старшеклассников до младшекурс� 
н И /<О В , хотя необходимый уровень подготовки ее читате� 
JIей сильно колеблется не только от книги к книге, но и 
от задачи к задаче. (Так, значительная часть задач пз 
дункелевского сборника требует известной математиче� 
ской культуры, тогда как в книге Тригга, за редким IIC� 
ключением, все задачи элементарны.) С другой стороны, 
эти книги заинтересуют и тех читателей, чей возраст да
лек от школьного (к  тому же среди активных читателей 
популярной математической литературы знаЧIIТельную 
долю составляют родители, многочисленные мамы И 
папы, стремящиеся обнаружить в своих детях математи
ческие способности) .  

Задачи, собранные Триггом, публиковались в разное 
время в а мериканских журналах (см. предисловие ав
тора ) .  Хотя даже самые крупные наши библиотеIШ Jlе 
располагают полными комплектами этих журналов, за
дачи из них, и уж В О  всяком случае пдеи задач, довольно 
широко представлены в «фольклоре» московских, да, ве
роятно, и не только московских, ш[<Ольных математичес
ких кружков. Поэтому не удивительно, что для ветера
нов-кружковцев м ногое в книге Тригга окажется зна
комым 1. Даже если оставить в стороне фактические 
пересечения, общий стиль задач и круг тем, из которых 
они почерп нуты, роднят сборник Тригга с первыми КНII
гами «Библиотеки математического кружка» - прекрас
ной серии, которая теперь уже состоит из дюжины то
миков и насчитывает за плечами двадцать с лишним 
лет. Рядом с ней я и поставлю книгу Тригга на своей 
КНIIЖНОЙ полке. 

Эти книги роднят «олимпиадный дух» и HeCTaHдapT� 
ПОСТЬ задач, стремленпе сочетать кажущуюся несерьез
ность, а иногда и легкомысленность формулировок с не
тривпальностью содержанпя 11, наконец, забота о красоте 
и изяществе решений, которые должны не только по-

1 Кстати, сам Тригг подчеРIПIвает, что ссылка на автора и дата 
публикации не носят приоритетного характера. Во многих случаях 
задача или ее решение так нлн иначе пзвестны. С некоторыми за
дачами зтого сборника я познакомился в школьном кружке при 

МГУ за несколько лет до указанной в книге даты журнальной луб
Лllкацпп. 
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учать, но 11 вызывать ЭМОЦШI (желательно, разумеется, 
ПОЛОЖlIтельные) . 

Сегодняшние советские школьники располагают Mac� 
сой популярных книг, к их услугам прекрасный журнал 
«Квант», на страницах которого постоянно публикуются 
очень Jlнтересные и свежие задачи. И все же, исходя IIЗ 
пршщипа «новое есть хорошо забытое старое», я пола�  
гаю, что издание задач, собранных в течение многих лет 
(а если иметь в виду всю серию, то и в разных странах) , 
полезно не только простым расширением «задачнога 
фонда», но и, так сказать, «генофонда», поскольку оно 
введет в обиход новые и оживит старые идеи задач, что 
в общем-то гораздо важнее. 

-

По замыслу Трипа, каждая и� задач этого сборника 
должна содержать в своем решении что-то неожиданное, 
какую-то «изюминку». Вот почему мы в переводе остано
вились на несколько необычно звучащем названии, хотя 
английское слово Quickies означает нечто другое. После 
ряда неудачных попыток найти подходящий русский эк
вивалент редактор перевода провел закрытый конкурс 
среди своих друзей. Неологизмы вроде «Раз-и-Готы» 
.( «раз и готово!») и «Вмиг-реши» (<<решил вмиг») были 
признаны нежизнеспособными, и тогда, отвергнув «ореш� 
КlI», мы остаНОВИЛIlСЬ на «изюминке». 

Возможно, некоторым читателям не все «изюминки» 
придутся по вкусу; я и сам нахожу часть из них «недо
статочно сладкими». Впрочем, особенностью книги Трипа 
вообще является отсутствие систематизации. Задачи 
трудные и легкие, остроумные и банальные идут впере
мешку. Рядом с задачкой «на устный счет» (задача 7) " 
вы встречаете такую, решение которой, в сущности, тре
бует интегрального исчисления (задача 15 ) ,  а способ, ко
торым решена задача 75, хотя и совершенно элементар
ный, радует своим изяществом. Поэтому решать эти 
задачи подряд и без разбора совершенно необязательно. 
Каждый может и должен выбирать здесь то, что ему по 
силам и по душе. Даже шестиклассник может наЙПI 
среди задач кое-что для себя интересное. Для более же 
искушенного читателя хаотичность в расположении ма
териала и пестрота тематики являются даже некоторым 
достоинством, ибо помогают сохранить интерес к кннге 
на  всем ее протяжеНИII. 
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Наконец, я предвижу, что среди читателей найдутся 
и такие, которые, выковыривая изюминку, заглянут в ре
шение, не пытаясь решить задачу самостоятельно (ах, 
как это непедагогично! ) .  Основываясь на собственном 
опыте, знаю, что это тоже может доставить удоволь
ствие. 

Как известно, иногда в изюме попадаются КОСТОЧКИ. 
Решение может опираться на малоизвестные факты, не 
входящие в нашу школьную программу, хотя в БОJ]ЬШИН
стве своем задачи Тригга посильны школьникам вось
мых-девятых классов. В некторых  случаях приведенное 
в кииге рассуждение слишком кратко и нуждается, на 
мой взгляд, в разъяснении. Ряд мест (впрочем, их совсем 
немного) может вызывать справедливое негодование рев
нителя математической строгости. Потому я счел необ
ходимым сопроводить русский перевод книги Тригга КОМ
ментарием, в котором собраны некоторые сведения из 
элементарной математики, поясняются трудные места и 
приводятся правильные решения ( может быть, и без 
«изюминки») в тех случаях, когда это необходимо. (Тем 
самым я частично отвечаю на обращение автора, поме
щенное в начйле отдела решений.) Можно было бы и 
исключить задачи, решения которых не вполне удовлет
ворительны, но, во-первых, разбор ошибок обычно не ме
нее поучителен, чем разбор правильного решения, а ВО
вторых, красивое, но неверное решение может послужить 
стимулом к отысканию красивого и верного решения, 11 

читатель преуспеет в этом больше, чем я. 
В оригинале книга Тригга вышла в 1 967 году. За 

прошедшие годы в тех же журналах, откуда главным 
образом почерпнуто ее содержание, появилось немало 
интересных задач. Переводчик книги ю. Н. Сударев 
отобрал некоторые из них, и мы добавили их к основ
ному тексту, сохранив непрерывную нумерацию задач 
(с задачи 27 1 и далее) . Средний уровень трудности этих 
задач несколько выше, чем у Тригга, а некоторые за
дачи ивно предполагают знакомство с нача.'1ами  мате
матического анализа. Наш отбор был менее придирчив 
(Тригг отбирал из обширной коллекции, насчитывающей 
около 1 6 000 задач) и не претендует на обязательную 
«изюминку» в задаче. 

В дополнительной части книги вмешательство редак
тора иногда было весьма серьезным:  текст сокращен за 
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счет малоинтересных подробностей или расширялся там, 
где рассуждение казалось слишком беглым; исправля
лись незнзчительные неточности; в некоторых задачах 
менялись «реалии» И «литературная обработка» при со· 
хранении математической идеи, лежащей в основе за
дачи и ее решения. Иногда подобные замены были выз
ваны желанием обойтись без введения обозначений, при
нятых у специалистов, но ма.'юизвестны х  для широкого 
круга читателей. 

Мне остается выразить признательность всем энту
зиастам, которые своими советами и дружеским уча
стием способствовали нашей работе. 

В. М. А.лексеев 



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ АВТОРА 

В данном сборнике представлены элементарные за
дачи из области арифметики, алгебры, плоскои и прост
ранственной геометрии, тригонометрии, теории чисел и 
традиционные головоломки, такие, как задачи на разре
зание, криптарифмы и маГl1ческие квадраты. Акцент 
сделан на методе решения. Читателю предлагается не 
просто найти решение, но и сделать его по возможности 
более изящным, чем здесь представленное. 

Я начал собирать подобные задачи с марта 1950 г., 
когда , будучи редактором раздела «Задачи И решения» 
журнала Matheтatics Magazine, ввел в него подраздел, 
носящий название «Quickies». Во вводной статье к нему 
говорилось: «Время ОТ времени в этом разделе будут 
публиковаться задачи, которые можно решить трудоем
IШМИ методами, но с которыми при надлежащем подходе 
удается справиться в два счета. Мы предлагаем читате
лям присылать нам СВОи любимые задачи такого типа 
вместе с изящными решениями, а также, если предста
ВltТся возможным, и С указанием источника, откуда взято 
соответствующее решение». Раздел быстро завоевал по
пулярность и удерживает ее до настоящего времени. 

Под «изящным» В математике принято понимать яс
ное и логичное решение, содержащее, так сказать, неко
торую «изюминку». Краткость обычно достигается не за 
C'It'T пропус�а облегчающих понимание шагов и не с по
мощью известной математической уловки, состоящей 
в использовании слова «очевидно». Разумеется, для чи
тателя, уже знакомого с данным результатом, элемент 
неожида нности пропадает. 

Быстрота и изящество - понятия относительные. За
частую магический ключ к решению задачи дает исполь
зование какой-то малоизвестной теоремы или теоремы. 
заимствованной из другой дисциплины или из более «вы· 
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соких» разделов математики. В ряде C.1Iучаев скорейшее 
решение можно получить с помощью элементарной мате
матики. Иногда жмаемыи эффект может дать какой -ни
будь специально придуманный или на первый ВЗГ.f!ЯД не 
связаlIlIЫЙ с данной задачей прием. 

Часто хорошие задачи из-за рамичных по форме по
cTalIOBoK, которые порой маскируют тот факт, что мы 
имеем дело с нашей давней знакомой, годами циркули
руют аIJОIlИМ НО. Не стремясь увековечить подобную си
туацию, 110 отдавая себе отчет в том, что обнаружить 
действительно первое появление какой-нибудь задачи 
практически невозможно, я счел необходимым в данной 
книге указывать источник и автора решенuя. Если фа
милия автора не приводится,  то решение принадлежит 
мне самому. Если же автор решения указан, но источник 
не упомянут, то это означает, что автор прислал решение 
непосредственно мне. 

Иногда оригинальный текст решения перерабаты
вался без изменения самого метода. В ряде C.1Iучаев 
в моем распоряжении не оказывалось подходящих сим
волов, которые позволяли бы записать решение компакт
но, поэтому оно может показаться излишне длинным, 
хотя основных идей и шагов на самом дме в нем было 
использовано мало. 

Поскольку существенная часть решения опирается на 
частную математическую дисциплину, я не проводил 
классификацию задач на алгебраические, геометрические 
и т. п. Трудность меняется от одной задачи к другой слу. 
чайным образом, поэтому в любом месте читатмь может 
натолкнуться как на трудную, так и на легкую задачу . 

.чарльз У. Тригг 



ЗАДАЧИ 

Здесь представлено 270 занимательных задач 
различной степени трудности, взятых из разных ис
точников и относящихся к различным областя}'t ма-
7е},tатики. Они бросают читателю двойной вызов
не просто найти решение, а попытаться отыскать 
такое решение, КОl0рое было бы короче, аккуратнее 
и элегаНТliее nриведенного в книге. 

Задачи помещены в случай/юм tlOрядке. Автор 
не старался отделить менее трудные задачи от бо
лее трудных. Поэтому читатель в любой момент 
должен быть готов к встрече как с трудной, так и 
с легкой задачей. Каждая задача снабжена поряд
ковым номером. Под тем же номером во второй ча
сти К1шги приводится соответствующее решение. 

1. Рассеянная секретарша. Машинистка напечатала 
десять писем и адреса на  десяти конвертах, но рассеян
ная секретарша разложила эти письма  по конверта м, ни
сколько не заботясь о соответствии между письмом и 
адресатом. Правда, в каждый конверт она положила 
только по одному письму. Какова вероятность того, что 
ровно девять писем попали в предназначенные для них 
конверты? 

2. Теорема Пифаrора. Докажите, что квадрат гипо
тенузы прямоугольного треугольника равен сумме квад
ратов его катетов. 

3. Четыре уравнения с четырьмя неизвестными. Най-
дите все решения следующей системы уравнений: 

r x+y+z+w=lO 
i х2 + у2 + Z2 + w2 = 30 1 х' +и' + z' :;; ��O 
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4. Тест с нулевой суммой. Некий тест состоит из 26 
вопросов. За каждый неверный ответ у' испытуемого вы
читается пять очков, а за каждый правильный - ему на
числяется восемь очков. Испытуемый Q'Гветил на все вОп
росы. На сколько вопросов он ответил правильно, ес.rIИ 
в итоге сумма полученных им очков равнялась нулю? 

5. Теорема Птолемея. Докажите, что в любом выпук
'nOl\f четырехугольнике, вписанном в окружность, произ-

юедение диагоналей равно сумме произведении противо
лежащих сторон. 

6. Простое разложение на множители. Разложите 
на множители, не группируя члены, выражение 

7. Устный счет. Возведите в уме 85 в квадрат. 
8. Уравнение четвертоrо порядка. Сколько отрица

тельных корней имеет уравнение 

х4 - 5х3 - 4х2 - 7 х + 4 = О? 

9. По миллиону с каждой стороны. Два миллиона 
отмеченных точек целиком ра сположены внутри окруж
ности, диаметр которой равен 1 см. Существует ли пря
мая, по каждую сторону от которой находилось бы ровно 
ПО одному миллиону таких точек? 

10. Бесконечность множества простых чисел. Пока
жите, что существует беCI<онечно много простых чисел. 

11. Комплексные числа. Упростите выражени� 

(27 + 8i)/(3 + 2i3). 

l4 



1 2. Перекрывающиеся круrи. Окружность радиуса 
15 пересекается с окружностью радиуса 20 под п рямым 
углом. Рассмотрим две области, которые получатся после 
удаления из соответствующих кругов их общей части. 
,Чему равна разность их площадей? 

13. Соревнования по теннису. В соревнованиях по 
теllНИСУ участвуют n игроков. Каждый теннисист выбы� 
вает из турнира после первого поражения. Сколько сле
дует провести встреч, чтобы выявить победителя? 

14. Суммирование факториалов. Чему равна сумма 

1(11) + 2 (2! ) + 3 (3!) + ... + n ( n!)? 

15. Пересекающиеся цилиндры. Оси симметрии двух 
прямых круговых цилиндров, диаметр каждого из КОТ04 
рых равен 2 см, пересекаются под прямым углом. Чему 
равен объем общей части этих цилиндров? 

16. Представление целого числа в виде суммы. Число 
3 можно представить четырьмя способами J<al\ сумму 
одного или более положительных чисел, а именно как 3, 
I + 2, 2 + 1 и 1 + 1 + 1. Покажите, что любое целое по� 
ЛОжительное число n можно подобным же образом Bыpa� 
зить 2n-1 способами. 

17. Многочлен четвертоrо порядка с рациональными 
корнями. Покажите, что уравнение четвертого порядка 

( ) х4 + ( ) r + ( ) х2 + ( )  х + ( ) = О, 

где скобки в ПРОIlЗВОЛЬНОМ порядке заполнены числа�и 
1, -2, 3, 4, -6 (по одному числу в каждой скобке),. 
Всегда имеет рациональный корень. 

1 8. Проволочный куб. Каждое ребро провоnочного 
куба имеет сопротивление 1 0м. .Чему равно 
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сопротивление между двумя противоположными верши
нами данного куба? 

/1 / 
I 
I 
I 
I 
I .1- ___ --

� 
� 

� 

R? 

19. Деление-шутка. Каждая букна криптарифма 
AHHAAH:JOKE = НА единственным образом представ
ляет какую-то десятичную цифру. Восстановите зашиф
рованное здесь деление. 

20. Продавец цветов. Девушка купила в магазине 
х роз, заплатив за все у долларов (х и у - целые числа ) .  
Когда она собирал ась уходить, продавец сказал ей: 
«Если бы ВЫ купили еще 10 po�, то я отдал бы вам все 
розы за 2 доллара и вы сэкономили бы 80 центов на 
каждой дюжине». Найдите х и у. 

2 1 .  Отношение площадей у многоугольников. Пери
метры не которого равностороннего треугольника и пра
вильного шестиугольника совпадают. Чему равно отно
шение их площадей? 

22. Перевернутые чашки. Требуется перевернуть 
вверх дном 11 чашек, следуя такому правилу: за один раз 
разрешается перевернуть ровно 11-1 чашку (любые) , 11 
эту процедуру можно повторить несколько раз. Покажи-
1е, что задача разрешима при четном 11 и неразрешима 
при нечетном. 

23. Конец света. Первого апреля 1946 г. га зета 
«Иерихон Дейли Ляпсус» сообщила :  «Известный астро
лог и знаток чисел из Гайясуелы, профессор Евклид Па
рацельсо Бомбаст Умбуджо, предсказал что конец света 
наступит в 2 14 1  г. Его предсказание основано на глубо
ЮIХ математических и исторических исследованиях. Про
фессор Умбуджо вычислил, чему равно выражение 

1 492n - 1770n - 186Зn + 2141n 

при 11 = О, 1, 2, 3 и т_ д. до 1945. и обнаружил, что все 
числа, которые он получил в результате м ногомесячной 
I<РОПОТЛИВОЙ работы, делятся на 1946. Числа 1492, 1770 
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и 1863 предстаВJIЯЮТ собой даты исторических событий: 
открытия Нового Света, Бостонской резни и Геттисберг
ского послания соответственно. Что же может произойти 
в 2141 г.? Очевидно, конец света». 

Лишить бы звания такого профессора ! Получите его 
резу.'IЬтат с помощью простой выкладки. 

24. Шесть целых чисел. Найдите шесть наименьших 
различных целых чисел таким образом, чтобы произве
дение каждых ПЯТlI произвольно выбранных из этой ше
стерки чисел равнялось одному или нескольким перио
да м в десятичном предстаВJIении числа, обратного к ос
тавшемуся шестому числу. Например, если мы возьмем 
десятичное представление числа, обратного к 4 1, 

I 4г = 0,243902439 ... , 

то период будет равен 02439. 
25. Длина спирали. Кусо!{ проволоки спиралеобразно 

намотан на цилиндрическую трубку, образуя 10 витков. 
длина трубки 9 см, длина ее внешней окружности 4 см. 
Концы спирали лежат на одной и той же образующей 
цилиндра. Найдите длину проволоки. 

26. Задача на минимум. Покажите, чтО для любых 
положительных чисел р, q, r и s дробь 

(р2 + Р + 1) (q2 + q + 1) (r2 + r + 1) (S2 + S + 1) 
pqrs 

не меньше 8 1. 
27. Цифры точного квадрата. Покажите, что любой 

точный квадрат, который в десятичной системе записы
вается с помощью двух или более цифр, содержит по 
крайней мере две различные цифры. 

28. Члены комитетов. Совет директоров одной круп
ной компании состоит из 15 человек, которые одновре
менно должны войти в состав 20 комитетов при этом со
вете. Комитеты требуется составить таким образом, 
чтобы : 

1 )  каждый директор входил в 4 комитетЭj 
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2) в каждый комитет входило по 3 директора; 
3) Iшкакие два комитета не содержали бы более oд� 

ного директора, вход�щего одновременно в оба эти коми
тета. 

29. Разрезанная картинка. Всем известна голово
ломка, которая состоит в том, что кусок фанеры с нари· 
сованной на нем картинкой разрезают на мелкие части, 
а затем предлагают вновь собрать из этих перемешанных 
IIaстей исходную ка ртинку. Пусть картинка разрезана на  
n мелких частей. Назовем «ходом» соединение вместе 
двух кусков независимо от того, СОстоит ли каждый KY� 
сок ИЗ одной или нескольких мелких частей, соединенных 
ранее. Как нужно деиствовать, чтобы собрать картинку 
за МИlшмаJlьное число ходов? 1 

30. Неизвестный остаток. Найдите остаток от деле� 
ния f (х5) на f (х), если 

f (х) = х4 + х3 + х2 + х + 1. 

3 1 .  Заrадочное деление. Наш хорошиil приятель и 
выдающиися знаток чисел профессор Евклид Парацельсо 
Бомбаст Умбуджо с rОЛОВОЙ ушел в работу, подвергая 
проверке на своем арифмометре 8 1· 109 предполагаемых 
решений следующей задаЧJl. Нужно восстановить приве· 
денное ниже деление, заменив каждое х соответствую· 
щей цифрой. 

ХХХХХХХХ \ ХХХ 
ХХХ ХХ8ХХ 

ХХХХ 
ХХХ 

ХХХХ 
ХХХХ 

Посрамите профессора, сведя число возможных pe� 
шении к (81. 109)°1 

I В московских школьных матемаТI1Ческих кружках по сути 
дела та же задача формулируется так: шоколадка разделена бо
роздками на т Х n долек, на которые ее надо раЗJ\ОМИТЬ; за один раз 
разрешаe'fСЯ произвести разлом (самой шоколадки или ОДIIОГО из 
уже получившихся ее кусков) ВДОЛЬ одной бороздки. Каково ми
нимальное число необходимых разломов? - Прuм. ред. 
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32. Треугольники в круге. Пусть n точек окружности 
соединены между собой всеВОЗМОЖНЫМII способами с по
мощью прямых линий, никакие три из которых не 
пересекаются в одной и 10Й же внутренней точке круга . 
Определите число образованных этими прямым и тре
угольников, все вершины которых лежат внутри данного 
круга . 

33. Простое умножение. Умножьте 5746 320819 на  
125. 

34. Ряд с повторениями. Чему равен n-Й член ряда 

-4+7-4+7-4+7- . . . ? 

35. Упрощение радикалов. Упростите выражение 

42 + -V5 + -vt2 - -V5. 
36. Зарытые сокровища. Некий пират решил спря

тать свои сокровища на берегу необитаемого остропа. 
Рядом находились два валуна А и В, а подальше от бе
рега росли три кокосовые п альмы C1, С2, Сз. Встав у C1, 
пират отложил отрезок C1A1, равный и перпендикуляр
ный отрезку C1A, направив его от прямой C1A в сторону. 
ПРОlИВОПОЛОЖНУЮ той, где был треугольник AC1B. Ана· 
логичным образом он отложил отрезок C1B1, равный и 
перпендикулярный отрезку C1B и направленный также 
от треуго.'1ьника AC1B. Затем он отметил P1, точку пере
сечения AB1 и BA1. Став последовательно в С2 и Сз. он 
отметил подобным образом точки Р2 И Рз н, наконец, за
рыл сокровища в центре круга, описанного вокруг тре
угольника Р1Р2Рз. 

Вернувшись через несколько лет на остров, пират об
наружил , что после сильного урагана от кокосовых пальм 
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не осталось и следа . Как ему отыскать свои спрятанные 
сокровища? 

37. Сверхурочная работа. Некая компания предло
жила 350 своим служащим выполнить сверхурочную ра
боту, причем каждому мужчине предлагалось в виде 
вознаграждения 1 0  долларов, а каждой женщине-
8 долларов 15 центов. Женщины все согласились с этим 
предложением, а часть мужчин отказалась. При под
счете выяснилось, что общая сумма вознаграждения не 
зависит от числа служащих-мужчин. Какова сумма воз
награждения, выплаченного всем женщинам? 

38. Произведение. Упростите следующее произведе-
ние: 

39. Раслутанные веревки. Три веревки привязаны к 
трем гвоздикам, вбитым в доску А, и переплетены между 
собой, как показано на рисунке. К их свободным концам 
требуется привязать новые три веревки, концы которых 
(их также разрешается переплетать между собой) сле
дует прикрепить к трем гвоздика м на доске В таким об
разом, чтобы, разведя после всех манипуляций доски А 
и В в стороны, получить три параллельно натянутые ве
ревки. Как это можно сделать? 

х у х Ь 

40. Разность равна частному. Найдите два числа, 
разность и частное которых были бы равны 5. 

41 .  Задремавший школьник. Один школьник, про
снувшись В конце урока алгебры, услышал лишь обрывок 
произнесенной учителем фразы: « ... скажу только, что 
все корни действительны и положительны». Взглянув на 
доску, он увидел там уравнение 20-й степени, заданное 
на дом, и попытался его быстро записать. Ему удалось 
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выписать только первые два члена х20 - 20 X19, прежде 
чем учитель вытер доску; однако он запомнил, что сво
бодный член равнялся +1. Не поможете ли вы нашему 
незадачливому герою решить это уравнение? 

42. Ребра м ногогранника. Покажите, что в трехмер
ном пространстве ни у какого многогранника не может 
быть ровно семь ребер, в то время как имеются много
гранники, у КОТОРЫХ число ребер равно любому другому 
целому числу. которое больше пяти. 

43 . Простое сравнение. Покажите, что 63 ! = 6 Н  
.(mod 71), то есть что 63 !-61! делится на 71.  

44. Треугольник оказывается равносторонним.  Пока
жите, что если а, Ь, с - стороны некоторого треуголь-
ника и 

а2 + Ь2 + с2 = аЬ + Ьс + са, 
ro этот треугольник обязательно равносторонний. 

45. Проще, чем кажется. Вычислите корень ( 1· 2 . 4 + 2 . 4 . 8 + 3 . 6 . 12 + . . . )'/5 
1·3·9+2·6·18+3·9·27+ ... . 

46. Домино и шахматная доска. Если из шахматной 
доски 8 Х 8 вырезать два квадрата ПРОТИВОПОЛОЖНЫХ 

цветов, то можно ли оставшуюся часть доски полностью 
покрыть костяшками домино (каждая из костяшек по
крывает роино два квадрата) ?  

OJ 

47. Числовое равенство. Покажите, что 

1110·1111.11 12.1113={l235431)2- 1 

в любой системе счисления с основанием, большим 5. 
48. Книжная серия. Некая серия книг публиковал ась 

с интервалом в семь лет. Когда вышла в свет седьмая 
книга, сумма всех лет, в которые ВЫХОДИЛИ книги этой 
серии, р авнялась 13 524. Когда была опубликована пер· 
вая книга серии? 

2.L 



49. Три средних значения. Покажите геометрически, 
что среднее геометрическое G двух чисел а и Ь равно 
среднему пропорциональному между средним арифмети
IleCKIIM А и средним гармоническим Н этих же чисел. 

50. Конкурс красоты. 
- Не скажете ли вы мне по секрету, в каком по

рядке пять самых красивых девушек заняли первые 
пять мест в конкурсе красоты, которыи проводил ваш 
журнал? - спросил я издательницу. Она, разумеется, 
отказал ась преждевременно разгласить тайну, но пообе
щала сказать, правильно ли я угадал места. 

- Места распределились в порядке А - В - С-' 
D - Е? - спросил я. 

- Однако вы мастер попадать пальцем в небо,
пошутила издательница. - ВЫ не только не назвали 
верно места учаС1НИЦ, но и не угадали ни для одной из 
НIIХ соперющу, занявшую непосредственно предшествую
щее место. 

- Тогда, наверное, девушки распределились в по
рядке D - A  - Е  -С-В?-спросил я. 

- Вы начинаете исправляться, - осторожно обод
рила она меня - Вы правильно указали места для двух 
участниц, а для двух из них даже верно назвали со
перницу, занявшую предшествующее место. 

После некоторых подсчетов я сообщил правильный 
порядок, И издательница взяла с меня слово не разгла
шать его. Как же распределились места среди пяти 
УЧRСТНИЦ конкурса? 

51 .  Уравнение, содержащее суммы. Найдите n, если 
Р+33 + 53 +  ... +(2n-I)3 199 

23 + 43 + 63 + • . .  + (2n)3 = 242 • 

52. Стопка из домино. Пусть n гладких костяшек до
МIIНО, каждая размером 1 Х 2 Х 0,25 дюйма, положены 
плашмя друг на друга. На какое максимальное расстоя
ние (в горизонтальной плоскости) можно прп ЭТIIХ усло
виях сдвинуть самую верхнюю костяшку ОТНОСlIтельно 
самой нижней, чтобы н-аша стопка из домино не разва .. 
лилась? 



53. Игральная кость. Игральную кость, на гранях 
I<ОТОРОЙ изображены цифры О, 1 ,  2, 3, 4, 5, подбрасы
вают до тех пор, пока общая сумма  выпавших очков 
не превзойдет 1 2. Чему, скорее всего, будет равна эта 
сумма? 

54. Система линейных уравнеНJIЙ. 
- у этой системы n линейных уравнений с n неllЗ

lIестными есть одно любопытное свойство, - сказал Ве· 
ликий Математик. 

- О боже! - воскликнула Бедняжка. - Что это за 
свойство? 

- Обрати внимание, - сказал ВелИIШЙ Матема
тик, - что коэффициенты образуют арифметическую 
прогрессию. 

- После ваших объяснений все становится таким 
ясным, - сказала Бедняжка. - Вы имеете в виду, что 
эта система похожа на 6х+ 9у = 1 2  и 15х+ 18у = 21? 

- Совершенно верно, - согласился Великий Мате
матик, доставая из футляра свой фагот. - Между нами 
говоря, у этой системы есть единственное решение. Не 
можешь ли ты его найти? 

- Великий божеl- воскликнула Бедняжка. - Я со
lIершенно озадачена. 

А вы? 
55. Свойство биссектрисы. докажите. что бпссектр"

са любого угла треугольника делит противолежащую 
сторону на части, пропорциональные ПРllлежащпм сто
ронам. 

56. Вероятность делимости. Найдите вероятность то
го, что если цифры О, 1 ,  2, . . .  , 9 поместить в случайном 
порядке на пустые места в ряд цифр 

5- 383 -8-2 - 936- 5 - 8  - 203-9 - 3 - 76, 

то получившееся при этом ЧИСJIО разделится на 396. 
57. Уравнение без целых решений. Докажите, что 

уравнение х2 - 3у2 = 1 7  не имеет решений в целых 
числах. 

58. Сын профессора математики. Профессор матема
тики выписал на дос){е м ногочлен f (х) с целымп коэф
фициентами и сказал: 

- Сегодня у моего сына день рождения. Если его 
�озраст А подставить в данный многочлен вместо х, то 
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получится равенство { (А) = А. Заметьте также, что 
f (O)=P, где Р-простое число, большее А. 

Сколько лет сыну профессора? 
59. Положение в пространстве. Пусть нам дана 

плоскость Е и три неколлинеарные ТОчки А, В, С, pac� 

положенные по одну сторону от Е и лежащие в плоско
сти, пересекающейся с Е. Возьмем на плоскости Е три 
произвольные точки А', В' и С'. Обозначим через L, М, 
N соответственно середины отрезков АА', ВВ', СС', а че
рез S - центр тяжести треугольника LMN. Пусть теперь 
точки А', В' и С' перемещаются по плоскости Е не
за�исимо друг от друга. Где при этом может оказаться 
точка S? 

60. Метеорологические наблюдения. На метеостан
ции заметили, что в течение некоторого периода вре
мени, если утром шел дождь, то вечером было ясно, 
а если дождь шел вечером, то было ЯСНО утром. Всего 
было 9 дождливых дней, причем б раз выпадали ясные 
вечера и 7 раз было ясным утро. Сколько дней охваты
вал весь этот период времени? 

61 .  Теорема ШтеЙнера-Лемуса. Докажите, что если 
биссектрисы двух внутренних углов некоторого тре
угольника равны, то этот треугольник равнобедренный. 

62. Хула-хуп. Представьте себе стройную девушку, 
которая замерла на мгновение, в то время как I30КРУГ 

ее талии вращается (без скольжения) обруч хула-хуп. 
Талия девушки имеет форму окружности, диаметр 1<0-

торой вдвое меньше диаметра хула-хупа. Покажите, что 
после одного оборота обруча точка на нем, находив
шаяся первоначально в соприкосновении с таЛией де
вушки, проходит расстояние, равное периметру квад
рата, описанного вокруг талии. 
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63. Деление круга на восемь частей. Покажите, что 
если k - произвольное действительное число, то кривая 

х4 + kхЗу - 6х2у2 - kхуЗ + у4 = О 

деЛIlТ окружность х2 + у2 = 1 на восемь равных частей. 
64. Арифметическая прогрессия, лишенная степеней. 

Найдите арифметическую прогрессию, состоящую нз 
целых чисел, с произвольно большим числом членов, 
ни один ИЗ которых не представляет собой точную r-ю 
степень для r = 2, 3, . . . , n. 

65. Площадь многоугольника. Найдите площадь 
многоугольника, изображенного на рисунке. 

66.1 Уравнение в факториалах. Найдите все решения 
уравнения 

n!·(n - 1 )1 = ml 
67. Два треугольника. Покажите, что если отрезки - . / I а, Ь, с образуют треугольник, то отрезки -V а, -Уь, 'V с 

также образуют некоторый треугольник. 
68. Наибольший угол в круге. Пусть внутри некото

рого круга заданы две точки А и В. ДЛЯ какой из точек 
С, расположенных на окружности, угол АСВ принимает 
наибольшее значение? 

69. Определитель магического квадрата. Пусть S
сумма всех элементов магического квадрата третьего 
ПОрядка, составленного из целых чисел, а D - опреде
литель этого квадрата, если последний рассматривать 
как матрицу. Покажите, что D/S - целое число. 

70. Неквадратные пятизначные числа. Докажите, что 
никакой точный квадрат нельзя записать в десятичной 
Системе с помощью ровно пяти различных цифр, одно
временно четных или одновременно нечетных. 

I Здесь и далее курсивом отмечены задачи, решение которых 
выходиr за рамки элементарной математики. - Прuм. ред. 
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71 .  Разрезание сферы. На какое максимальное число 
конгруэнтных кусков можно разрезать сферу так, чтобы 
I{аждая сторона каждого куска представляла собой 
дугу ОI{РУЖНОСТИ большого круга, которая меньше чет
верти такой окружности? 

72. Трисекция стороны треугольника. Докажите, что 
если прямая, проведенная из вершины е некоторого 
треугольника Аве, делит медиану, опущенную из вер-

А 

cL!Д. 
шины А, пополам, то она делит сторону АВ Б отноше· 
нии 1 :  2. 

73. Разложение на множители. Разложите на мно
жители а'5 + 1 .  

74. Любопытное число. Найдите такое положитель· 
ное число, чтобы '/5 его, умноженная на его '/7, равня� 
лась этому числу. 

75. Два правильных шестиугольника. Найдите, не 
пользуясь р адикалами, отношение площадей двух пра
вильных шестиугольников, один из которых вписан 
Б данную окружность, а другой описан вокруг нее. 

76. Общие члены последовательностей. Найдите вы
ражения для общих членов каждой из приведенных 
ниже последовательностей: 

(а) О, 3, 26, 255, 3 124, . . . , 

(Ь) 1, 2, 1 2, 288, 3i560, . • •• 

77. Тепловой поток. Температура трех сторон квад
р атного металлического листа поддерживается равной 
О ос, а температура четвертой стороны поддерживается 
р авной 100 ос. Пренебрегая потерями тепла при IIзлуче
нии, найдите температуру центра данного листа. 

78. Имеет ли это смысл? Если 1/4 от 20 равна 6, то 
чему равна .'/5 от 10? 
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79. Тетраэдры из конверта. Не могли бы вы, проведя 
единственный прямой разр�з, СЛОЖить из прямоуголь
НОГО ПОЧТОВОГО конверта два конгруэнтных тетраэдра .  

CHARLES W. TRIGG 
24С14 UJRING SТRF.ET 

SAN lЛЕСО 
UUFORNIA 92109 

McGraw-Н111 BDDk Сатрапу 
)}о lIIa!lt I,2пcl Str.8t 
N.w VDrk 
N.V. lОО}6 

80. Криптарифм с «ветчиноИ». В следующем крипта
рифме каждая буква поставлена вместо десятичной 
цифры (своей Для каждой буквы) :  

7 (FRY НАМ) = 6 (НАМ FRY)'. 

Определите, какую цифру изобращает каждая буква. 
81. Покупатели овец. Один фермер умер, оставив 

в наследство двум сыновьям стадо коров. Сыновья про
дал и это стадо, причем за каждую голову ВЫРУЧИЛИ 
столько долларов, сколько было голов в стаде. На  вы
рученные деньги сыновья купили овец по 10 долларов 
за штуку и одного ягненка, который обошелся дешевле 
10 долларов. Потом они поделили овец и ягненка между 
собой так, что каждый из братьев получил одина ковое 
КОJ/ичество животных. Сколько должен заплатить сво
ему брату тот из сыновеfl, которому достались одни 
овцы, чтобы каждый наследник получил равную долю? 

82. Постоянный объем. Рассмотрим тетраэдр, опре
де.'lяемыЙ двумя отрезками, которые принадлежат скре
liшвающимся прямым. Докажите, что объем тетраэдра 

1 Fry Ьат (йщл.) - жареная веТЧIIна. 



не изменится, если м ы  СДвинем наши отреЗКII (не меняя 
их длин) вдоль соотвеТСТВУЮЩIIХ прямых. 

83. Что в периоде? Определите, что стоит в периоде 
у десятичного разложения дроби 1/49. 

84. Уравнение, содержащее радикалы. Решите урав-
нение 

(6х + 28)11з - (6х - 28)11з = 2. 

85. Конкурс. Евклид П8рацельсо Бомбаст Умбуджо 
пытается пополнить свою скудную профессорскую зар
П.lату, участвуя в состязаниях на приз компании по 
производству мыла. В ОДном из таких соревнований 
требовалось определить число путей, двигаясь по ко
торым на данной диаграмме можно было бы прочитать 
слово MAJHEMAТICIAN 1: Умбуджо насчитал 1 587 пу-

М 
МАМ 

МА ТАМ 
МАТНТАМ 

МАТНЕНТАМ 
МАТНЕМЕНТАМ 

МАТНЕМАМЕНТАМ 
МАТНЕМАТАМЕНТАМ 

MATHEMAT ITAMEHTAM 
МАТНЕМА Т IC ITAMEHTAM 

МАТНЕМАТ IC IC ITAMEHTAM 
МАТНЕМАТ 1 С IA 1 С ITAMEHTAM 

МАТНЕМАТ IC IANA IC ITAMEHTAM 

тей, начинающихся в одной из первых пяти строк. Когда 
подошло время сообщить результаты, он был весьма 
озадачен, чтобы не сказать больше. Помогите профес
сору сосчитать все пути, используя как можно меньше 
вычислений. 

86. Постоянная сумма. Пусть Аве - равносторонний 
треугольниК, а Р - произвольная точка вписанной в него 

1 l\\athematician (англ.) - математик. 



ОJ{РУЖНОСТИ. Докажите. что величина (РА)2 + (РВ)2 + 
+ (рС)2 постоянна. 

А 

87. Два числа. Покажите. что если х и у - положи
тельные целые числа и у > 2. то 2х + 1 не делится на  
2Y- I .  

88. Выбор пары. Из перечисленных ниже пар чисел 
одна и только одна не удовлетворяет уравнению 187х
- 104у = 41 . Какая именно? 

1) х= 3, у = 5; 2) х= 107, У= 192; 
3) x = 21 1 , у = 379; 4) x = 3 14. у = 565; 

5) х= 419. у = 753. 
89. Пересечение медиан. Докажите. что медианы АА', 

ВВ'. СС' произвольного треугольника АВС пересекаются 
в сдной точке. 

90. Удивительный квадрат. В какой системе счисле
ния число 1 1  1 1 1  представляет собой точный квадрат? 

91 .  Многоугольник вписан в 9ЛЛИПС. Покажите, что 
в эллипс, оси которого не равны между собой, нельзя 
вписать правильный м ногоугольник. содержащий более 
четырех сторон. 

92. Телефонный разговор с Синкьянгом. Один человек 
ожидал, когда ему предоставят телефонный разговор 
с Синкьянгом. От нечего делать он стал выписывать 
число 0'12345 ...• у которого в десятичном разложении на 
n-м месте стоит n. Будучи аккуратным. человек быстро 
производил необходимые выкладки и записывал число 
в стандартном виде 1. Покажите, что он скорее дож
.t,ется телефонного разговора, чем выпишет цифру 8. 

93. Загон для скота. Владелец одного ранчо решил 
огородить прямоугольный загон для скота площадью 

I И:>'Iеется в виду, что все промежуточные вычисления прово
дятся в уме. - ПРUМ. ред. 
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5,445 га. Забор требова.IJОСЬ поставить только с трех 
сторон, так как С четвертой стороны будущего загона 
возвышался крутой утес. При каКIIХ размерах ,аroпа 
стоимость забора будет минимальной? 

94. Система И3 пяти линейных уравнений. Решите 
следующую систему уравнений: 

( x+y+z+u=5 

1 y+z+u+v=1 
z +u+v+x=2 
u+v+x+y=o 

I v+x+y+z=4 

95. Почти универсальная теорема. Сформулируйте 
теорему, справедливую для любого целого числа n, за 
IIсключением n = 5, 17 и 257. 

96. Трисекция угла. В треуго.'1ьнике АВС отрезки BD 
l! ВЕ делят на три равные части угол В, а CD и СЕ де
пят на три равные части угол С. Е - точка, располо
женная ближе к стороне ВС. ДОJшжите, что угол BDE 
равен углу EDC. 

97. Последовательность Фибоначчи. Возьмем после
довательность ФибонаЧЧII 1, 1, 2, 3, 5, 1 3, ... , члены ка
отрой F n (числа Фибоначчи) удовлетворяют соотноше
нию Рn+2 = Рn + Рn+1, Гl = Р2 = 1 . Рассмотрим далее 
последовательность цифр, стоящих Б разряде единиц 
у чисел Фибоначчи. Будет ли эта последовате."ьность 
циклической, то есть можно ли получить ее с помощью 
неограниченного повторения одного и того же конечного 
набора· цифр, как это справедливо, например, в случае 
последовательности 055055 ... / 
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98. Два кубических уравнения. Пусть а. Ь. с - корни 
уравнеНIIЯ х3 + qx + r = О. Напишнте уравнение, KOP� 

нями которого будут числа 
Ь+с с+а а+Ь 
(i2 � � 

99. Криптарифм-произведение. Произведение трех 
последовательных четных чисел равно 8TlH:·*'!',·x·8. Най� 
дите эти числа и заполните пробелы в данном произве4 
деlIИИ. 

]00. Вписанные десятиугольники. Если окружность 
разделить на десять равных частей, а затем соединить 
соседние точки деления хордами, то получится правиль
ный десятиугольник. Соединив хордами каждую точку 
деления через две точки с третьей, получим равносто
РОIIIIИЙ звездчатый десятиугольник. Покажите, что раЗ4 
Iюсть между длинами сторон этих двух деСЯТИУГОЛЬНИ4 
ков равна радиусу данного круга. 

J 

А В 

G F 

п 1 D 

]0]. Рукопожатия. Каждый человек в мире пожал 
какое-тО количество рук. Докажите, что число людей, 
пожавших нечетное чис.ТЮ рук, четно. 

]02. Колода карт. Карты в колоде перенумерованы 
последовательно числами от 1 до 7, а затем тщательно 
перетасованы. Из колоды случайным образом выни
маются последовательно 5 карт. Какова вероятность 
того, что номера этих карт будут идти в возрастающем 
порядке? 

]03. Серединный перпеНДИКУJIЯР. Докажите, что пер
пендикуляр, восставленный из середины отрезка, соеди, 
няющего основания двух высот треугольника, делит 
третью сторону этого треугольника на две равные части. 

104. Условие делимости. При каком целом а много· 
ЧJleн хlЗ + Х + 90 делится на х2 - х + а? 
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1 05. Задача фермера. Некий фермер должен купить 
1 00 голов скота за 1 00 долларов. Если каждый теленок 
стоит 10 долларов, каждый ягненок 3 и каждый пор осе-
1101< 0,5 доллара, то сколько всего телят, ягнят и поро� 
сят купит фермер? 

1 06. Разложение на множители. Найдите простые 
делители ЧlIсла 10 000 27. 

107. Сложенная карта. У прямоугольной карты один 
угол загибается ТaI<, что его вершина попадает на сто
рону карты. При этом получаются три прямоугольных 
треугольника, площади которых образуют арифметиче
скую прогрессию. Если площадь наименьшего из этих 
треугольников равна 3 см2, то чему равна площадь 
наибольшего из них? 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
L _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  _ 

1 08. Уникальный квадрат. Какой квадрат равен про
изведению четырех последовательных нечетных чисел? 

109. Строгое неравенство. Покажите, что n'l > 1 · 3 ·  
· 5 · 7 ·  ' "  . (2n - l ) .  

1 10. Сумма косинусов. Вычислите сумму 

cos 50 + cos 770 + cos 1490 + cos 2210  + cos 293". 

1 1 1 .  Величина, делящаяся на 9. Покажите, что 
2'0 - 28 + 26 - 24 + 22 - 1 делится на 9. 

1 12. Треугольные числа в девятеричной системе. По
кажите, что I<аждый член бесконечной последовательно
сти J ,  1 J ,  1 1 1 , 1 1 1 1 , . . . представляет собой треугольное 
число ' ,  записанное в девятеричной системе счисления 
(то есть в системе с основанием 9) . 

1 ЧНСJlО N называется треугольным, ест, N БИЛШlардных ша· 
ров равного раднуса можно ПРimожить друг к другу так, что по
лучится правильный треугольник (как в начале игры: в первом 
ряду 1 шар, во втором - 2, в третьем - З  н т. д.) . - Прим. ред. 



1 13. Отношение объемов двух многогранников. 
у прав ильных тетраэдра и октаэдра длины ребер равны. 
Найдите отношение их объемов, не вычисляя объема 
каждого из данных многогранников. 

1 14. Заполнение пространства. Покажите, что про· 
странство можно заполнить I<ристаллической структу· 
рой, ячейки которой имеют форму правильных октаэд
ров и тетраэдров. (Под кристаллической структурой мы 
понимаем здесь гакое разбиение пространства на 
ячейки, которое получается периодическим повторением 
одной и той же исходной комбинации ячеек.) 

] ]5. Простое умножение. Сократите, насколько это 
возможно, дробь 1 16 690 1 5 1 /427 863 887. 

] ] 6. Сумма синусов. Докажите, что в произвольном 
треУГОЛЬНИI<е сумма синусов всех его углов не превосхо-

3 -VЗ дит -2- ' причем равенство достигается только в слу-

чае равностороннего треугольника. 
] ]7. Два парома. Два парома ходят между двумя 

противоположными берегами реки с ПОСТОЯННЫМII ско
ростями. Достигнув берега, каждый из них тут же на
чинает двигаться в обратном направлении. Паромы 
отчалили от противоположных берегов одновременно, 
DСТjJетились впервые в 700 м от одного из берегов, по
плыли дальше I(аждый к соответствующему берегу, за
тем повернули назад и вновь встретились в 400 м от 
другого берега. Определите в уме ширину реки. 

] ]8. За обедом. У Альберта и Берты Джонс пятеро 
детей : Кристина, Даниель, Элизабет, ФредеРIП< и ГрэЙс. 
Отец решил, чтобы в течение не которого цш\Ла обедов 
все члены семьи ежедневно рассаживались за круглым 
столом по-новому, причем за весь такой цикл каЖДЫlr 
член семьи должен точно по одному р азу посидеть 

2 3ак. 753 33 



рядом со всеми остальными. Как отцу удалось осуще.; 
ствить свой план? 

1 1 9. Сумма цифр. Найдите сумму цифр, которыми 
записаны ВСР числа данно!, последовательности: 1, 2, . . � 
.• . .  , ( lOn - I ) .  

1 20. Три водителя. Три водителя грузовиков зашли 
в придорожное кафе. Однн водитель купил четыре санд
вича, чашку кофе и десять ПОНЧИl{ов на общую сумму 
1 доллар 69 центов. ВтороН водитель купил три санд
вича, чашку КОфе и семь пончиков за 1 доллар 26 цен
тов. Сколько заплатил третий водитель за сандвич, 
чашку кофе и пончик? 

12 1. Перекрывающиеся квадраты. Вершина А квад
рата ABCD расположена в центре квадрата MN PQ, 
а сторона АВ отсекает третью часть стороны MN. Най
дите площадь общей части двух квадратов, если А В =! 
= MN. 

о м 
в 

р 

D 

122. Не р аскрывая скобки. Решите следующее урав
неш}е, не раскрывая скобки: 

О 2х - 1 ) (6х - 1) (4х - 1) (3х - 1) = 5. 
1 23. Задача с простыми числами. Произведение не

которого треХЗl Iачного ЧlIсла на неКОторОе двузначное 
ЧlIСЛО имеет вид 

ррр 
рр 

рррр 
рррр 
ррррр 

Здесь буква р может означать любую и.з простых цифр, 
отличных от единицы (не обязательно одну и ту же) . 
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Восстановите все числа и покаЖIlте, что решение дан
IIОЙ задачи единственно. 

1 24. Пересечение больших кругов. Известно, что на 
сфере n больших кругов в Общем случае пересекаются 
в n (n - 1) точках. Каким образом следует расставить 
в этих точках числа 1, 2, . . . , n (n - 1) , чтобы суммы 
чисел, расположенных н а  каждой ОI<РУЖНОСТИ, были 
равны между собой. (Напомним, что большие круги ле
жат в плоскостях, проходящих чер�з центр сферы.)  

1 25. Дорогой клуб. Десять человек решили основать 
клуб. Если бы их было на 5 человек больше, тО каждый 
BlIec бы на 1 00 долларов меньше. СI<СЛЬКО денег внес 
каждый из членов? 

1 26. Биномиальные коэффициенты. Найдите такое 
наибольшее значение у, чтобы в разложении некото
рого бинома у последовательных коэффициентов ОТНОСII
лись между собой как 1 : 2 : 3 : . . . : у. Определите это раз
.'lOжеНие и выпишите соответствующпе коэффициенты. 

1 27. lJ исло, которое де.'1ИТСЯ на 8640. Покажите, что 
при любом целом х число 

х9 
- 6х7 + 9х5 - 4хЗ 

делится на 8640. 
1 28. Разрезанный пятиугольник. Пятиугольник со

стоит из квадрата, к одной стороне I<СТОРОГО симмет
рично присоеДllнены два прямоугольных равнобедрен
ных треугольника. Разрежьте этот пятиугольник на Трll 
части так, чтобы из ннх можно было сложить новый 
разнобедренный прямоугольныii треУГОЛЬНIIК. 

1 29. Бесконеtlное произведение. В ычислите следую
щее бесконечное произведение: 3 J • •  9'/9 · 27':27 . . . . 

1 30. Невозможный квадрат. Докажите, чтО ни при 
К"ком целом ПОложительном n число n4 + 2nЗ + 2n2 + 
� 2n + 1 не может быть точным квадратом. 

1 3 1 .  Хорды в круге. Некоторая окружность разде
lJeHa па n равных частей. Каждая точка деления 
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соединена прямой со всеми другими точками деления, 
расположенными от нее через т шагов, причем ни одна 
из полученных хорд не совпадает с диаметром. Дока
жите, что через любую внутреннюю точку круга могут 
проходить не более чем две такие хорды. 

132. Определители из девяти цифр. Девять ПОЛОЖJl
тельных цифр можно расположить в виде определителя 
третьего порядка 9! способами. На йдите сумму всех та
ких определителей. 

133. Шесть общих точек. НаЙДlIте шесть общих точе!< 
у кривых с уравнениями 

2.r + Зху - 2у2 - 6х + Зу = О 
и 

3х2 + 7ху + 2у2 _ 7х + у - 6 =  о. 
1 34. Перетасованная колода. Докажите, ЧтО еСЛIl 

у обычной перетасованной колоды карт среди веРХНIIХ 
26 карт находится больше красных карт, чем среди 26 
нижних карт имеется черных, то в этОЙ колоде по край
ней мере З !<арты одного цвета идут подряд. 

135. Равные углы. В остроугольном треугольнике 
АВС опустим высоту АН. Выбрав на АН ПРОИЗВО.'Iьную 
точку D, проведем прямую BD дО пересечения со сторо
ной АС в точке Е. Проведем далее прямую CD до пере
сечения со стороной АВ в точке Р. Докажите, что угол 
АНЕ равен углу AHF. 

в 

A E--��-----"'='> c 

136. Совместная система. При каких значениях k со· 
вместна приведенная здесь система? 

з6 

{ Х + У = 1 

kx + y = 2  
x + ku = 3  



1 37. Днофантово ypaBHeH.le. Докажите, что при люБО�1 целом положительном а уравнение х2 - у2 = аЗ раз

решиМО в целых числах. 
1 38. Разбиение одного треугольника на два подоб

ных. Покажите, что любой заданный треугольник можно 
прямwми разрезами разделить на четыре части, из ко
торых за гем удается сложить два треугольника, подоб
ных данному. 

1 39. Передвигая цифры. Некое число, I<OTopoe запи
сывается с помощью менее чем 30 цифр, начинается 
(если двигаться слева направо) с цифр 1 5, тО есть имеет 
ВIIД 1 5  ' "  . Если мы умножим его на 5, то результат 
можно получить, просто передвинув эти две цифры на  
правый конец; в нтоге получится число вида . . .  1 5. Най
ДlIте I1сходное число. 

140. Вершины тетраэдра. Покажите, что у любого 
(не обязате.ТIЬНО правильного) тетраэдра есть пО крайней 
мере одна вершина, все плоские углы при которой острые. 

1 4 1 .  Счастливые узники. Некий тюремщнк, осуще
ствляя частичную амнистию, поступил следующим об
разом . Сначала он открыл все камеры. Затем запер 
I<аждую вторую камеру (в этой тюрьме все камеры 
были расположены в один ряд) . На третьем этапе он 
повернул ключ в I{аждой третьей l<aMepe (при очеред
ном повороте I<ЛIOча открытая камера запирается, а за
крытая отпирается) .  Продолжая действовать подобным 
образом, тюремщик на 1l-М этапе поворачивал ключ 
в I<аждой п-й камере. ЗaI<ОНЧИВ на этом, он выпустил 
всех заключенных, которые Оl{азались в открытых каме
рах. Укажите номера камер, в которых сидели эти сча
ст ЛIlВЧИКИ. 

1 42. Ни одной общей точки. На плоскости даны 6 
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кругов, причем центр каждого из них не принадлежит 
никакому из остальных 5 кругов. Покажите, что у этих 
6 кругов нет ни одной общей точки. 

143. УСТНЫЙ счет. Умножьте в уме 96 на 104. 
1 44. Уникальная триада. Докажите, что существует 

только одно множество из трех различных положитель
ных целых чисел, не имеющих общего делителя, боль
шего 1 ,  и обладающих тем свойством, что сумма  любых 
двух таких чисел делится на третье число. 

1 45. Отгороженный угол. Один из углов прямоуголь
ной комнаты отгорожен с помощью двух одинаковых 
ширм, длина каждой из которых 4 м. Как следует распо
.'южить ширмы, чтобы площадь отгороженного участка 
была максимальной? 

1 46. Взаимно простые чнсла. Пусть а, Ь, с - целые  
ЧИС.'1а, не  имеющие общего делителя, отличного от 1 ,  и 
пусть I /a + llЬ = I /c. Покажите, что числа (а + Ь ) ,  
(а - с) и (Ь - с) представляют собой точные квадраты. 

147. Диофантова система. Решите в положительных 
целых числах следующую систему уравнений: { w - ЬЗ - сЗ = 3аЬс 

а2 = 2 (Ь + с) 

148. Бимедианы тетраэдра. Докажите, что в пра
вильном тетраэдре прямые, соединяющие середины про
тивоположных ребер, пересекаются между собой под 
прямыми углами. 

. 
1 49. Рассыпанный набор. В ТlIпографии набирали 

строку с умножением вида аЬс · Ьса · саЬ 1 ; но набор рас
сыпался и цифры произведения перемешались. В резуль
тате произведение было напечатано в виде 2342355286. 
Известно, что а > Ь > с и что в разряде единиц напеча-

I аЬс - сокращенное обозначенне чнсла, заПИСЫВ<1емого циф
paMll а, Ь, С; в десятичной СlIстеме аЬс = lOOa + lOb + с. - Прuм. 
ред. 



тана верная цнфра 6. Восстановите истинное значение 
произведения. 

150. Странное число. Если из некоторого числа вы· 
честь 7, а остаток умножить на 7, то получится тот же 
результат, "ак если бы мы ВЫЧЛИ из данного числа 1 1 , а 
остаток умножили н а  1 1 .  Найдите это число. 

1 5 1 .  Трое из шести. Докажите, что если выбрать па
угад 6 че.rIовеl{, то либо среди НИХ найдутся трое, каждыil 
из КОТОРЫХ знаIЮМ с остальны ми двумя, либо - трое, Н II 
один ИЗ КОТОРЫХ не знаком с остальными. 

1 52. Упрощение. Упростите выражение 

(4 + "fiS)" + (4 - 4f5)"� 
(6 + 435)'" - (6 _ -J35)З" . 

1 53. Произведение трех ПРОСТЫХ чисел. Некоторое 
число представляет собой произведение трех простых со
множителей, сумма квадратов которых равна 233 1 .  Су
ществует 7560 чисел (включая 1 ) ,  меньших данного I! 
взаимно простых с ним. Сумма всех делителей данного 
числа (включая 1 и само число) равна 1 0560. НаЙДlIте 
это число. 

154. Представление рационального числа в виде 
суммы. Докажите, что любое положительное рациона.'1Ь
ное чис.'ro можно представить в виде конечной суммы 
различных ЧJlенов гармонического ряда 1 ,  1/2, 1/з, 1/4, . . .  , 

• • • t J/n, . . . .. 
1 55. Условие равнобедренности. Докажите, что еСЛlJ 

в некотором треугольнике перпендикуляры, восставлен .. 
ные из оснований биссектрис внутренних углов этого 
треугольника, пересекаются в одной точке, то данный 
треугольник - равнобедренный. 

1 56. Классификация чисел. Разбейте множество пе
lIbIX чисел 1 , 2, 3, . . • • 1 6  на два класса по восемь чисел 
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так, чтобы множество e� = 28 сумм всеВОЗМОЖIIЫХ пар 
чисел из первого класса совпадало с множеством соот
ветствующих сумм из второго класса. 

157. Избирательные бюллетени. Одному фИЗI\че
скому обществу потребовалось провести выборы на трн 
руководящие должности. На каждую из трех должносте:i 
претендовало соответственно 3, 4 и 5 кандидатов. Дабы 
тот номер, под которым каждый кандидат указан в из
бирательном бюллетене, не оказал влияния на резуль
таты голосования, было решено применить правило, сог
ласно ,{оторому в списке I{андидатов на каждую долж
IЮСТЬ I{аждый кандидат должен появиться под кажды м 
номером одинаковое число раз. Какое мшшмалыюе 
число различных бюллетеней требуется д.r1Я того, чтобы 
соблюсти это правило? 

158. Сравнение дробей. Пусть х и у - положитель
ные числа. Какая из дробей больше : 

х2 + у2 х2 
_ !!� ... или � 

х + у  х - у . 
159. Криволинейный треугольник. Найдите раДIlУС 

круга, вписанного в крнволинейннй треуголышк, у ко
торого две стороны совоадают с катетами данного 
прямоугольного треугольника Аве, а третья сторона 
представляет собой ПОЛУОКРУЖНОСТЬ, построеЮlУЮ на 
гипотенузе АВ, как на диаметре, и расположенную вне 
треугольника АВс. 

1 60. Пандиагональный гетероквадрат. Мы опреде
ляем пандиагональный гетероквадрат как такое распо
ложение первых n2 положительных целых чисел в виде 
квадрата, при j{OTOPOM никакие две суммы чисел, распо
ложенных вдоль любой строки, столбца или диагонали 
(прямой или ломаной) ,  между собой не совпадают 1 .  Су
ществует ли такое n, при котором эти 4n сумм совпа
дают с последовательными целыми числами? 

1 6 1 .  Кратное 2 т+!.  Докажите, что наименьшее 
llелое число, превышающее (-V3 + 1 ) 2т, делится на 
2m+1• 

I Под ломаной диагональю здесь понимается любое подмноже
CТDO, содержащее n чисел, которые окажутся расположеннымн на 
одной прямой диагонаш! двух приставленных друг к другу ОДlIна
ковых квадратов. Подробиее см. М. Гарднер, МатематичеСК1Iе голо
ВО.�омки и разв.qечеиия, М., �Мир», 1971,  СТр. 2ffJ. - ПРUJlf. перев. 
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162. В девятиугольнике. Пусть АВ и ВС - две при
лежащие стороны правильного девятиугольника. вписан
ного в круг с центром О. Пусть, далее, М - середина АВ, 
а N - середина радиуса, перпеНДИКУЛЯРIIОГО к ВС. По .. 
кажите, что угол OMN = 300. 

163. Уменьшенная доля. Отец дал своим детям на 
развлечения 6 долларов, которые следовало разделить 
поровну. Но к компании присоеДИIIИЛИСЬ еще две ЮНLl е 
кузины. Деньги были разделены поровну между всеми 
детьми, так что каждый ребенок получил на 25 центов 
меньше, чем предполагалось ранее. Сколько всего было 
детей? 

164. Бесконечный ряд. Найдите сумму бесконечного 
ряда 

1 + 2х + 3х2 + 4х3 + . . .  , I х I < 1 .  
1 65. Квадратное поле. Квадратное поле огорожено 

дощатым забором, который сколочен из I O-метроВblх до
сок, расп')ложенных горизонтально. Высота забора рав
на четырем доскам. Известно, что число досок в заборе 
равно площади поля, выраженной в гектарах. Опреде
лите размеры поля. 

166. Треугольные числа И3 нечетных квадратов. До
кажите. что каждый нечетный квадрат оканчивается 
в восьмеричной системе (то есть в системе с основанием 
8) на 1 ;  причем если эту единицу отбросить, то остав
шаяся часть будет представлять собой некоторое тре-
угольное число. 

167. Вписанные круги. У какого из двух треуголь
Ников вписанный круг больше: у треугольника со 
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сторонами 1 7, 25 и 26 или у треугольника со CTopOHaMII 
17, 25 и 28? 

1 68. Вписанныи двенадцатиугольник. У выпуклого 
двенадцатиугольника, вписанного в круг, длины каких-то 
шести сторон равны .у2. а длина каждой из оставшихся 
шести С1 0рОН равна .у24. Чему равен радиус круга? 

1 69. В печатляющее диофаНТО60 уравнение. Найдите 
хотя бы одно решение уравнения аЗ + Ь4 = с5 В положн
тельных целых числах. 

1 70. Днтифриз. РаДllатор а1Зтомобиля 13ыеСТIIМОСТЫО 
в 2 1  кварту 1 заполнеll 18-процентным спиртовым раство
ром. Сколько кварт этого раствора нужно отлить из ра
диатора, чтобы, заменив их тем же количеством 90-про
центного раствора, получить в итоге 42-процеНТНЫII спир� 
товой р аствор? 

1 7 1 .  Максимум - минимум без анализа. Найдите 
МaI{СlIмальное 11 МИНlIмальное значеНIIЯ выражеНIIЯ 
х2 - 2х + 2 . 

2х _ 2 , не пользуясь методами l\Iатеl\lаПI[lе'СКОго ана-

лиза. 
1 72. Сумма тангенсов, равная произведению. Рас .. 

смотрите тангенсы. углов в 1 1 7°, 1 18° и 125°. Докажите. 
что сумма этих тангенсов совпадает с их произведениеl\l. 

173. Поврежденная рукопись. В поврежденной руко
кописи удалось разобрать только несколько цифр, осталь-

I Для любознательных сообщаем :  1 кварта США = 0,94625 Л; 
I британская кварта = 1 , 1365 л. Как это влияет на ответ задаЧII? 
Прим. ред. 



ные uпфры заменены звездочкой. Восстановите запись 
пол ностыо. 

* * * * 
0

* 1 * * 
* * * * * * 

* * * 
* * 1 

* * 
3 * 

1 74 Разрежьте инь И ЯН. ВеЮlJ{ая монада, пли инь 
И Я Н 1 ,  представляет собой круг, разделенный на две рав
ные части двумя раВНЫ I\Ш полуокружностями, построен
ными на противоположных сторонах дпаметра. Р азде
лите каждую из этих двух равных частей пополам С по
мощью единственной линии. 

1 75. Делитель CBoero палиндрома. В какой системе 
СЧl1сления 792 делится нп 297? 

1 76. « Квадратный» папа. Вступив некогда в Кали
форнии в законный брак, мой сосед достиг теперь воз� 
раста, который представляет собой точный квадрат. П ро
изведение цифр, выражающих возраст соседа, равно 
возрасту его жены. Возраст их дочери равен сумме цифр 
в возрасте отиа, а возраст их сына равен сумме uифр 
[\ возрасте матери. Сколько лет каждому члену семьи? 

177. Тетраэдр - сквозь соломинку. Возьмем гибкий 
ТОнкостенный uилиндр диа метра d, например соломин
ку для коктейля. Чему равно ребро е м аксимального 
ПраВIIЛЬНОГО тетраэдра, который можно протолкнуть 
Сквозь эту соломинку? 

1 Инь И ян - СIlМВОЛЫ женского и мужского (а также темного 
11 светлого) начал в древнекитайской фIlЛОСОфllИ. - ПрUМ. перев. 
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1 78. Кратное (а - 1 )2. Покажите, что аn+1 --
-n (а - I ) - а  делится на (a - l ) 2  при любом целом nо
ложитеЛЬНОl\l n. 

179. Определитель треугольника Паскаля. ПаСI{аль 
раСПОЛОЖИ.f1 биномиальные коэффициенты в виде сле
дующей таблицы (треугольника Паскаля) 1 :  

1 1 1 1 1 1 

2 3 4 5 6 
3 6 1 0  1 5  2 1  
4 1 0  20 35 56 
5 15 35 70 126 

1 6 2 1  56 1 26 252 

Докажите, что если мы вырежем из этой бесконечной 
таблицы квадрат любого размера,  первая строка (или 
столбец) которого будет расположена на первой строке 
(столбце) данной таблицы, то определитель любого та

кого квадрата будет равен 1 .  
1 80. Рациоuальные координаты. Докажите, что для 

любого рационального числа х найдется по крайней мере 
одно рациональное число у, такое, что пара (х, у) будет 
удовлетворять уравнению 

2ХЗ + 2!! - 3х2 - 3у2 + 1 = о. 
1 8 1 .  Замкнутая конструкция. Возьмем на стороне 

ве некоторого треугольника Аве nроизвольную точку Р. 
в 

А 

I Строго говоря, треугOJIЬНИКОМ Паскаля называется любой 
треугольник, отсекаемый от этой табющы пря мой, проведенной сле
ва вверх под углом 450 (например, через чис."а 1 ,  5, 1 0, 10, . . .  ) ,  
вдоль которой стоят коэффициенты одного и того же бинома. 
Прuм. ред, 
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и отметим затем на стороне АВ точку Q так, чтобы 
BQ = ВР. Далее, на СА отмеТИl\l точку R так, чтобы 
AR = AQ;  на ВС - точку Р' так, чтобы СР' = CR ; н а  
АВ - тачку Q'  так, [lТобы BQ' = ВР', 11 т. д. ДокаЖllте, 
что полученная таким образом I<ОНСТРУКЦИЯ замкнута (то 
естЬ что СР = СР") и что все шесть точек Р, Q, R, Р', 
Q', R' лежат на одной ОКРУЖНОСТII. 

182. Сгруппированные числа. Последовательные He� 
четные числа сгруппированы следующим образом: 1 ;  
(3, 5) ;  (7, 9, 1 1 ) ;  ( 1 3, 1 5, 1 7, 1 9) ; " 0  • Найдите сумму 
чисел в n-Й группе. 

1 83. Шестнадцатиточечная сфера. Может ли у KaKO� 
го-нибудь тетраэдра радиус его шестнаДЦатиточечной 
сферы составлять половину радиуса сферы, описанной 
вокруг этого тетраэдра ? (Шестнадцатиточечной назы� 
Dается сфера, проходящая через центры окружностей, 
описа н ных около граней данного тетраэдра.) 

184. Пересекающиеся окружности. Три точки пере
сечения трех окружностей, проходящих через одну точку, 
не СОDпадающие с этой точкой, лежат на одной прямой. 
докажите, что центры этих окружностей и их общая 
точка пересечения лежат на не которой новой окруж
ности. 

185. Соревнования по гольфу. Профессиональные 
игроки в гольф решили устроить соревнование между 1 6  
членами своего клуба. В каждой встрече участвуют че
тыре игрока, причем за время соревнований каждый иг
рок должен оказаться в одной четверке с каждым из 
остальных игроков ровно один раз. Как следует распре
делить участников по четверкам в каждом туре, есл и 
в любом туре кажды й участник играет один раз? 

1 86. Квадратные треугольные числа. Покажите, что 
существует бесконечно много чисел, каждое из которых 
одновременно и треугольно, и квадратно. 

1 87. Система с тремя неизвестными. Решите следую
щую систему уравнений : 

{ x+y +z=6 
ху + yz + zx = 1 1  

xyz=6 

1 88. « Развернутый» многогранник. У некоторого 
многогранника удалили все грани, а затем его вершины 
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и ребра «развернули» па плоскость. (При этом допуска� 
лось растяжение и сжатие ребер, а также изменение 
углов . )  В результате получил ась конфигурация, изобра
женная на рисунке. Набросайте примерный вид этого 
многогранника. 

1 89. Бейсбольные соревнования. Ниже приведены 
ВЫИГРЫШИ и проигрыши бейсбольных команд Нацио
нальной лиги США по состоянию на 1 4  июля 1 965 г. 

Выигрыши Проигрыши Выигрыши ПРОИГРЫll;И 

Чикаго 41  4б Ныо-йорк 29 56 
ЦИIIЦlfНнати 49 36 ФlImщель- 45 39 
Хьюстон 39 45 фил 
Лос-Анд- 51 38 Питсбург 44 43 

же.'lес Сент-Луис 41 45 
Милуоки 42 40 Сан-Фран- 45 38 

циско 

Расположите команды в порядке убывания процента 
выигрышей, не вычисляя соответствующих процентов. 

1 90. «Сладкая» покупка. Хозяйка купила некоторое 
количество сахара за 2 ДОJJлара 16 центов. Если бы фунт 
сахара стоил на 1 цент меньше, то хозяйка могла бы ку
пить за ту же сумму на 3 фунта сахара БО.'1ьше. CKO.'lbKO 
фунтов сахара она купила? 

191 .  Пересечение диагона.1JеИ. Найдите ЧИС.'10 точек 
пересечения диагоналей выпуклого n-УГО.'1ьника. 

1 92. Исчезающие тройки. Пусть сумм а  членов в ка'К
дой из двух заданных числовых троек равна нулю. По
кажите, что суммы кубов членов этих троек относятся 
между собой так же, как и произведения их членов. 

1 93. Условие разложимости. Пусть а и Ь - два це
лых ЧИС.'lа ,  каждое из которых взаимно просто с 3 и 
сумма которых а + Ь равна 3k. Покажите, что многочлен 
ха ,+ хЬ .+ 1 можно разложить на множители 1 . 

I Имеются в виду множители с вещественными КОЭффИЦllен.; 
тами. - Прuм. перев. 
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1 94. П араллельные сопротивления. Если мы соеди
НИМ параллельно два проводника, сопротивления кото
рых равны соответственно х и у, то сопротивление z та , 

кого участка мы получим из соотношения 
I I 1 г = -; + У- ;  х, у, z > O. 

Найдите положительные цедые чпс.'1ёJ. Х, у, z, удовлетво
рmОЩllе этому соотношению. 

t 95. Кривая минимальной длины. I(,шая кривая MH� 
Н l I м а.1ЬНОЙ длины делит равносторонннй треугольник на 
две раl3новеликие части? 

196. Интересный квадрат. Найдите целое девятизнач
ное число вида а,а2UЗЬ ,Ь2Ьза,а2аз, которое представляло 
бu собой произведение квадратов четырех различных 
простых чисел, причем 

(а. =1= О). 

1 97. Серия тестов. Профессор Тестер проводит серию 
теСl 0В, на основании которых он выставляет испытуе
мому средний балл. Ответив на последний тест, Джон 
ПОНЯ.rJ, что еСЛII бы за этот последниiI тест он получил 
97 очков, то его средний балл равнялся бы 90. С другой 
стороны, если бы он получи.'1 за последний тест всего 
73 очка , то все равно его среднпй балл составил бы 87. 
Сколько тестов в серии профессора Тестера? 

1 98. Совпадение точек в четыреХУГОльнике. Пока� 
Жите, что в произвольном четырехугольнике середина от
резка, соединяющего середины диагоналей, совпадает 
с ТОЧКОЙ пересечения отрезков, соединяющих середины 
противоположных сторон данного четырехугольника. 

1 99. Несократимые дроби. Пусть n - положительное 
целое число, большее 2. Покажите, что среди дробей 
� 2. � � n ' n ' n ' . . .  

, n содержится четное число песо-

КраТIIМЫХ дробей. 
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200. Чайный сервиз. Торговец выставил на витрине 
серебряный чайный сервиз с указанием себестоимости 
каждого предмета и его розничной цены 1 в долларах:  

Сахаршща • •  НКНС 6,72 Сливочник НСКН f,OO 
Поднос . • • .  AMSL 50,]6  Чайннк • • SIAB 91 ,08 
ЩIIПЦЫ . • • •  NBLT ] ,72 Ложкн . • • •  HMIТ ]0,52 

Весь сервиз BLCSK ]66.20 
Здесь буквами зашифрованы цифры, указывающие себе
стоимость. Известно, однако, что в каждом случае на
ценка составляет один и тот же процент от себестоимости 
данного предмета. Расшифруйте код торговца. 

201 .  Отрезки, определяющие равносторонний тре
угольник. Три отрезка длиной соответственно 3, 4 и 5 см 
соединяют внутреннюю точку Р р авностороннего тре
угольника с его вершинами. Чему равна длина стороны 
этого треугольника? 

202. Инвариантный остаток. Найдите число, кото
рое при делении на него чисел 1 108, 1453, 1844 и 2281 
давало бы один и тот же остаток. 

203. Девять цифр. Найдите девятизначное число, все 
цнфры которого р азличались бы между собой и не со
держали нуля н квадратный корень из которого имел бы 
вид аЬаЬс, где аЬ = с3• 

204. Разрезание конгруэнтных треугольников. Рас
смотрим на плоскости два конгруэнтных треугольника, 
которые можно получить друг И3 друга с помощью зер
кального отражения. На какие части нужно разрезать 
эти треугольники для того, чтобы каждый из них можно 
было перевести в другой. просто перемещая полученные 
части по плоскости (без отражений) ?  

205. Посрамленный Умбуджо. Недавно профессор 
Евклид Парацельсо Бомбаст Умбуджо ходил буквально 

1 РОЗНU'LНйя l{eHa = СебеСТОUftlOСТЬ + Наценка. Правиnьнее да
лее было бы писать Н К. НС АМ, SL и т. Д. - п pUJot. ред. 
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надутым от гордости, поскольку ему удалось угадать ко
рень уравнения четвертой степени, которое получалось 
I10C-1Ie освобождения от радикалов в уравнеНИIl х = (х _ � )  '12 + ( 1 _ 

�) '12 .  
Посрамите профессора и решите данное уравнение, поль� 
зуясь уравнениями не выше второй степени. 

206. Характеристики мужчин. у 70% 11З некоторой 
совокупности мужчин карие глаза; у 75% - темные во· 
лосы, у 85% - рост превышает 5 футов 8 дюймов и 90%' 
веслт более 1 40 фунтов. Какой процент мужчин заведомо 
обладает всеми четырьмя названными характеристи� 
каl\Ш? 

207. Область постоянной ширины. Пусть А н В 
внутренние точки некоторой области постоянной ши
рины 1 . Покажите, что существует путь из А в В, кото, 
рый имеет общую точку с границей Ь данной области и 
длина которого � 1 .  

\ I \ / , / ' /  " / , 
А " \ . / , / , 

" В \  / . ,  
_ _ __ L _ _ _ _ _ _ __ , / , " , 

/ \ 

Областью постоянной ширины называется такая вы
пуклая область, у которой расстояние между двумя лю
быми параллельными касательными, проведенными к ее 
границе (опорными прямыми) , постоянно. 

208. СраВlfение радикалов. Какая из двух величин 
8 9 

больше: .у8! или .у9! ?  
209. «Тетраэдр Фибоначчи». Найдите объем тетра

Эдра, вершины которого расположены в точках с коорди
натами (Fn, Fn+l, Fn+2) ,  (Fп+з, Рп+4, рп+5) , (Fп+б, рп+т, 
FnH) и (рпн, Fn+IO, Рп+I I ) . где Fi - i-й Ч.rIен последова
те.rIЬНОСТИ Фибоначчи: 1 ,  1 ,  2, 3, 5, 8 . . . • 
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2 1 0. Правильный октаэдр. ПраВIfЛ ЬН ЫЙ октаэдр 
с ребром е пересекается плоскостью, параллельной од· 
ной из ero гранеЙ. НЗllДите пери метр и площадь полу· 
ченного сечения. 

2 1 1 .  Дробное число. Докажем, что выражение 
1 I I 1 + 2" + з +  . . .  + -п 

не будет целым ни при каком n >  1 .  

2 1 2. Три нечетных числа. ПокаЖlIте, что не сущест
вует трех последовательных нечетных чисел, каждое из 
которых представляло бы собой сумму двух квадратов, 
отличных от нуля.  

2 1 3. Нулевая векторная сумма. ДокаЖlIте, что CYlll� 
ма всех векторов, выходящих из центра п р аВ\lЛЬНОГО n· 
угольника 11 заканчивающихся в его вершинах, равна 
нулю. 

214. Скользящий эллипс. Пусть заданы две взаимнО 
перпендикулярные прямые и пусть какой-нибудь эллипс 
перемещается по ШIOскости, постоянно касаясь обеих 
прямых. Определите, какую линию щ!Ишет при этом 
центр эллипса. 

215. Суперпозиция радикалов. Вычислите, чему. 

равно выражение 11 1 + 4114 + 1 01 17 + 181( . . .  ) . 
2 1 6. Прямоугольные треугольники Фибоначчи. Н ай� 

ДlIте прямоугольные треугольники, у которых длины CTO� 
рон выражаются числами Фибоначчи. 

217. Продырявленный шар. Ось цилиндрического от· 
веРС1 ИЯ, проделанного в шаре, имеет в длину 1 0 см и ле· 
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жит на диаметре Э1 0ГО шара. Чему равен объем остав
шейся части шара? 

2 1 8. На работу и обратно. Если некий человеl{ пдет 
пешком па работу, а обратно едет на транспорте, то всего 
на дорогу он затрачивает полтора часа. Если же в оба 
конца он едет на транспорте, то весь путь занимает 
у него 30 МJIН. Сколько времени затратит человек на  до
рогу, если и на работу и обратно пойдет пешком? 

2 1 9. Система с нечетным основанием. Покажите, что 
целое число, записанное в системе счисления с нечетным 
основанием, нечетно в том и только в том случае, если 
()но содержит нечетное число нечетных цифр. 

220. Путешествие по додекаэдру. Изобразим пушпы, 
которые хотим посетить, с помощью вершин некоторого 
многогранника, а единственно возможные пути, соедн
няющие эти пункты. - С помощью ребер. Гамильтон р ас
сматривал задачу, где требовалось составить такой м ар
шрут, при котором каждый пункт посещался бы ровно 
по одному разу без повторений. Эту задачу легко решить 
для пятиугольного додекаэдра. Докажите, что в С.J]учае 
РО:\fбичеtкого додеli:аэдра она неразреШI1ма. 

22 1 .  Ромбические додекаэдры. ПОI{ЮIште, что прост
р: шство можно заПО.J]НИТЬ ячейками, имеющими форму 
ромбических додекаЭДрОR 

222. Соотношение Фибоначчи. Последовательность 
Фибоначчи {рn} удовлетворяет рекуррентному соотноше
нию рn = Рn-1 + рn-2, n � 3 и Р1 = Р2 = 1 . Покажите, 
что каждый пятый член этой последовательности делится 
на 5. 

223. Криптарифм с умножением. Произведя обыч .. 
ное умножение «столбиком», некий человек заменил 
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затем в нем каждую четную цифру буквой Е, а каждую 
нечетную - буквой О J , При этом получилось выражение 

ОЕЕ 
ЕЕ 

ЕОЕЕ 
ЕОЕ 

ООЕЕ 

Восстановите данное умножение полностью. 
224. Сложенный прямоугольник. Две противополож� 

ные вершины ПРЯl\10угольника со сторонами х и у совме
щены. Найдите длину Л ИНlШ сгиба. 

225. День рождения. Один человеI< обнаружил 
в 1 937 Г., что в х2-м году ему было х JleT, и сказал: «ЕСЛ Il 
к числу моих лет прибавить число моих месяцев, то по
лучится квадрат дня моего рождения». Когда родился 
этот человек? 

226. Уравнение, содержащее дроби. Решите ypaBlle-
вие 

х - а  х - Ь  Ь а 
- + - = - + -ь а х - а  х - Ь ' 

227. Равнобедренный треугольник. У равнобедрен
ного треугольника Аве угол при вершине е = 200. На 
боковых сторонах Ае и ве выбраны cooTBeTcTBeHlIo 
точки М и N так, что угол АВМ = ()Оо, а угол BAN = 
= 500. Докажите, не прнбегая к тригонометрии, что 
угол BMN = 300. 

в 

�60" N 

50· 
20· 

А М С 

228. Листья на дереве. Выясните, справедливо ли 
следующее утверждение: если деревьев больше, чем ли
стьев на каждом и.з них, то по меньшей мере Н<1 двух 
деревьях число листьев одинаково. 

1 Еуеп, odd (англ.) - четный 11 нечеТНblЙ соответственно. 
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229. Кубическое диофантово уравнение. Решите в 
целых числах уравнение 

)..3 + 1 = у2. 
230. «Страны» на сфере. допустим, что с помощью 

IIСКОТОРОЙ триангуляции мы разбили  сферу на «страны». 
Здесь под триаНГУ.J]яциеЙ мы понимаем такое разбиение 
сферы, при котором каждая получившаяся «страна» 
граlIИЧИТ (то есть имеет общий участок границы HeHY� 
ле130Й длины) ровно с тремя остальными «странами». 
Всршину графа, состоящего из граничных ЛИIIИЙ, м ы  
I-Iазовем четной или нечетной, если из нее выходит со
ОТl3етственно четное или нечетное число таких ЛИНИЙ. 
Можно ли  построить такую триангуляцию сферы, при 
которой получились бы ровно две нечетные вершины, 
причем эти вершины оказались бы смежными? 

231 .  Прогулка Генри. Генри отправился на загород
ную прогулку г де-то между 8 и 9 часами утра, когда 
СТ[JеЛl<И его часов были совмещены. К месту назначения 
011 прибыл между 2 и 3 часами дня; при этом стрелки 
его часов были направлены в прямо ПРОТИВОПО.'lожные 
стороны. Сколько длилась прогулка Генри? 

232. Степенной ряд. Разложите ( I +X) ( I +X2)� I +X1 ) (  ' +х8) 
В с тепенной ряд. 

233. Параллельные прямые в треугольнике. Через 
I3нутреннюю точку Р треугольника Аве проведем пря
мые, параллельные его сторонам. При этоы каждая 
сторона разобьется на три отрезка. Обозначим средние 

с 

в 

отрезки сторон а, Ь и с соответственно через а', Ь' и с'. 
ОOl<ажите, что 
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234. Представление числа в виде суммы. Пред
ставьте число 3 1 6  в виде суммы двух слагаемых, одно 
из которых делилось бы на 1 3, а другое - на 1 1 . 

235. Шестеричный криптарифм. В приведенном ниже 
выражении I<аждая буква замеНИ.'Ia некоторую цифру 
в шестеричной системе счисления 

FARES = (РЕЕ)2 

(одинаковые буквы означают одинаковые цифры) . Вос
становите исходную запись. 

236. СКОЛЬКО лет Вилли? 
- Эту задачу тебе дал учитель? - СПрОСИ.1 я у Вил

ли.  - Она выглядит довольно-таки нудной. 
- Нет, - ответил Вилли, - я  ее сам придумал. � 

Вот видишь этот многочлен? l\'lой возраст служит его 
корнем . Я хочу сказать, что если вместо х подставить 
столько лет, сколько мне было, когда я последний раз 
отмечал свой день рождения, то многочлен обратится 
в нуль. 

- Постой-ка, - заметил я, - это, наверное, не слиш
ком трудно сделать. У нашего уравнения - uелые ко
эффициенты, требуется найти целый корень... Попро
бую-ка я взять х = 7 . . . Нет, получается 77. 

- Разве я выгляжу таким маленьким? - спросил 
Вил.'!И .  

- Ну ладно, возьмем тогда целое число побольше . . •  

Нет, теперь получилось 85, а вовсе не нуль. 
- Ты все шутишь, - сказал Вилли. - Тебе же хо

рошо известно, что я - не такой уж ребенок. 
Сколько лет Вилли? 
237. УСКОРЯlOщаяся частица. Частица, находившаяся 

в состоянии покоя, начинает двигаться по прямой, про
ходит ,{акое-то расстояние и останавливается; причем 
всего она проходит единичное расстояние и затрачивает 
на это единицу времени. Докажите, что в некоторый мо
мент времени ускорение частицы достигает величины. 
равной по крайней мере 4 единицам . .мы, разумеется, 
предполагаем, что как скорость v, так и ускорение а 
зависят от времени t непрерывно. 

238. Покупка м арок. Мальчику дали 1 доллар, чтобы 
он купил на эту сумму почтовых марок. Причем ему 
нужно было приобрести несколько 2-центовых марок, 
в 10 раз больше l -центовых. а на оставшиеся деньги 
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следовало взять 5-центовые марки. Сколько марок каж
дого достоинства купил м а.1ЬЧИI<? 

239. Двадцать вопросов. Я хочу предложить вам 
ОДllУ разновидность известной игры в «двадцать вопро
сов», суть которой такова. Я задумываю натуральное 
число, а вы должны отгадать его, задав не более два
дцати вопросов, на I{аждый из которых можно отвеТIIТЬ 
только «да» или «нет». Чему равно наибольшее чнсло, 
вадумав которое, я все еще смогу подучить от вас пра
вильный ответ после двадцати вопросов? 

240. Вписанные сферы. Ес.'ПI граНII некоторого rel{
саэдра представляют соБОl1 равносторонние треуголь
ники, конгруэнтные граням прави.'lЬНОГО октаэдра, то 
чему равно отношение р адиусов сфер, вписанных в эти 
.шогограНННЮI? 

24 1 .  Круги из кругов. Из фанерного круга диаметром 
80 см выпилены два меньших круга, диаметры которых 
pal3llbI соответственно 20 и 10 см. Чему равен диаметр 
наибольшего круга, который можно выпилить из остав
шегося ',уска фанеры? 

242. Сумма квадратов биномиальных коэффициентов. 
Найдите сумму квадратов коэффициентов в разложе
НИИ (а + Ь)n .  

243. Рождественский криптарифм. Рождественское 
поздравление А MERRY Xl\1AS ТО ALL I представляет 
собой криптаРllфМ, где каждая буква означает вполне 
определенную десятичную ЦIIФРУ. а каждое слово 

J А merry Xmas to аН (англ.) - всеы� счастливоrо рождества. 
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заменяет квадратное число. Расшифруйте эту запись, 
если известно, кроме того, что сумма цифр в I<аждом 
слове также совпадает с некоторым квадратом. 

244. Центры тяжести. Найдите центры тяжести од
НnРОДНОЙ ПОЛУОI<РУЖНОСТИ и однородного полукруга. 

245. Две совпадающие тройки. Ни одно из трех по
ложительных чисел х, у, z не менЬше минимального из 
трех положительных чисел а, Ь, с. Ни одно из чисел х, 
у, z не больше максимального из чисел а, Ь, с. Известно 
также, что х + у + z = а + Ь + с и хуг = аЬс. Пока
жите, что множество {х, у, г} совпадает с множеством 
{а, Ь, с} . 

246. Иррациональная сумма. Докажите, что выра же-
00 2 - Эn-n2 

яие L 6 2 иррационально. 
n=1 

247. Шесть экзаменующихся студентов. Предполо
жим, что во время ЭI<замена шесть студентов сидят lIа 
одной скамейке, по обе стороны которой расположепы 
проходы. Они заканчивают экзамен в случайпом по
рядке и тут же уходят. Какова Bepo5IТHocTb того, что 
кому-то из студентов придется побеспокоить кого-нибудь 
!1З своих оставшихся пяти товарищей для того, чтобы 
добраться до прохода? 

248. Построение с помощью циркуля. Разделпте 01,

ружность на четыре равные части, используя только 
циркуль. 

249. Премиальный фонд. В некотором учрежденпи 
имелся премиальный фонд. Его собирались распреде
лить таким образом, чтобы каждый служащий этого 
учреждения получил по 50 долларов. Но при этом, как 
выяснилось, последнему в списке служащему досталось 
бы только 45 долларов. Тогда, дабы соблюсти справед
ливость, было решено выдать каждому служащему 
45 долларов; при этом остались нерозданными 95 дол
л аров, которые пошли в фонд будущего года. Какова 
сумма первоначального фонда? 

250. Жалование придворного математика. Однажды 
придворный математик получил сразу все свое годовое 
жалование серебряными талерами, из которых он С.'10-
жил девять кучек, составивших в совокупности магиче
ский квадрат. Король, увидев это, восхитился, но за· 
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меТIIЛ с сожалением, что ии в одной из кучек число мо
нет не равно простому числу. 

- Если бы У меня было на девять монет больше, 
сказал матем атик, - то, добавив по монете в каждую 
кучку, я получил бы магическнй квадрат, состоящий 
To.fJbKO из простых чисе.lJ . 

Король прикинул и убедился, что это действительно 
Tal<- Он уже собраv1СЯ было выдать математику еще 
9 талеров, как lюролевский шут, неожиданно восклик
нув: «Постойте!», изъял из каждой I<УЧКИ по одной мо
нсте, и все убедились, что получился новый магическиii 
квадрат, содержащий толыю простые числа. Так шут 
СЭI<ОI!О!\IИЛ КОРQЛЮ 9 талеров. Чему равно годовое жа
лование придворного математика? 

25 1 .  Упаковка цилиндров. Сорок цилиндров диа
метра 1 см и одинаковой высоты плотно размеСТlI<'I JI 
в ящике в 5 рядов по 8 цилиндров в каждом так, чтобы 
ОIlИ не «болтались» во время перевозки. Сколько ци
линдров нужно удалить из ящика, чтобы,  передвинув 
оставшиеся в нем цилиндры и добавив в конце вынутые 
цилиндры и еще один цилиндр, упаковать в этом ЯЩИI{е 
4 1  цилиндр того же размера? Будут ли ЦИЛИНДРЫ «бол
таться» в этом случае? 

252. Катет прямоугольного треУГОJlьника. Покажпте, 
что в прямоугольном треугольнике, стороны которого 
выражаются целыми числами, один из катетов кратен 3. 

253. Степени двойки. Вычислите сумму 

254. Цветные квадратики. Сколькими способами 
9 равных квадратиков (3 красных, 3 белых и 3 голубых)  
можно расположить в виде квадрата 3 Х 3 так, чтобы 
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в каждой строке и в каждом столбце встречаJ1ИСЬ ({вад
ратики всех цветов? I 

255. Разделенный параллелограмм. Точка Е выбрана 
на стороне ВС, а точка F - на стороне AD параллело
грамма ABCD; АВ пересекается с ВР в точке а, а ED 
пересекается с СР в точке Н. Докажите, что прнмая 
он делит параллелограмм на  две равные части. 

256. Квадраты палиндромов. Некоторый квадрат за
Пllсывается в шестеричной системе счисления с помощью 
5 различных ненулевых цифр. Если цифру, стоящую 
в разряде единиц, перенести из конца этого числа в на
чало, то квадратный lюрень I:IЗ полученного числа совпа
дает с квадрЗ1 ным корнем исходного числа, записанным 
D обратном порядке. Найдите исходное число. 

257. Подозрительная сумма. Пусть а и Ь - целые 
числа. Может ли сумма а/Ь + Ь/а быть целой?  

258. Прочен ли кvадрат? Можно ли из 1 8  костей домино 
2 Х 1 сложить прочный квадрат? Мы назовем квадрат 
прочным, еСЛIl ни одна прямая линия (отличная, ра
зумеется, от границ квадрата) ,  образованная краями 
домино, не СО�ДИНSlет противоположные стороны этого 
квадрата 2; 

259. Взаимно простые числ а. В каких системах счи
сления числа 35 и 58 взаимно просты? 

1 РаСПОJIожения, иоторые можно перевести друг в друга пово
ротом всего I(вадрата, различными не считаются. - Прим. ред. 2 Если вместо I(вадрата из домино строить стениу из IШРПllчей, 
то подобное требование необходимо lIепременно соблюдать, иначе 
CTelll(a не будет прочноЙ. - Прuм.. ред. 
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260. Пять целых чисел. Существуют ли 5 последо
вательнЫХ целых чисел, таких, чтобы сум м а  первых че
тырех из них, возведенных в четвертую степень, равня
лась четвертой степеНII пятого числа? 

26 1 .  Ломаный путь на решетке. Пусть дана решет
ка ,  содержащая N Х N узлов. Покажите, что на этОI! 
решетке существует ломаный путь, проходящиil через 
все N2 узлов и состоящий из 2N - 2 отрезков. (Путь, 
изображенный на рисунке, содержит 2N - 1  отрезок.) 

262. Разыскиваются целые решения. Найдите все pe� 
шения в целых числах уравнения 

у2 + У = х4 + хз + х2 + Х. 

263. Составное число. Пусть РI И Р2 - два последо· 
вательных нечетных простых Чllсла ,  так что РI + Р2 = 
= 2q. Покажите, что q - сосгавное число. 

264. Система из четырех линейных уравнений. Ре
ШI Iте следующую систему уравнений: 

r х + 7 У + 3v + 5u = 16  { 8x + 4y + 6v + 2u = - 16 
2х + 6у + 4v + 8и = 16  1 5x + 3y + 7v +  и = - 1 6 

( 1 )  
(2) 
(3) 
(4) 

265. Свойство четырехугольника. HeKoTopblII четы
рехугольник площади Q разделен своими диагоналями 
l Ia 4 треугольника , площади которых равны Соответ
ственно А, В, С и D. Покажите, что 

A . B . C . D = (A + B)2 (B + C)��C + D)2 (D + A)2
. 

266. Когда деление точно. При каком положительном 
це.'10М n веЛlIчина n4 _+_ n2 разделится без остатка на 
2n + l ?  
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267. Сомнительное равенство. Утверждение «342 = 97» 
можно сделать справедливым, вставив между цифрами 
несколько алгебраических знаl{ОВ, например (-3 + 4) . 
· 2 = 9 - 7. Можно ли  придать смысл этому равенству, не 
ВСтавляя  НИI{aJ<ИХ знаков? 

268. Разрезанный двенадцаТИУГОJlЬНИК. Разрежьте 
правильный двенадцатиугольник на квадраты и равно
сторонние треугольники. 

Пусть Р\,  Р2, • • •  , PI2 - последовательные вершины 
правильного двенадцатиугольника. Что можно сказать 
о пересечении диагоналей P1P9, P2Pll  И P4P12? 

269. Ни одного вещественного корня. Покажите, что 
уравнение 

х2 х3 х2n 
1 + Х + 2г + зг + . . . + (2п)1 = О 

не имеет вещественных корней. 
270. Невозможный куб. Докажите, что ни в одной 

системе счисления трехзначное число ааа не может 
удовлетворять соотношению ааа = аЗ. 

27 1.  Диофантова система 1. Докажите, что систем а { а + Ь + с = х + у 

w + Ь3 + с3 = хЗ + уЗ 
имеет бесконечно много решений в целых числах, об
ладающих тем свойством, что а, Ь, с образуют арифме
тическую прогрессию. 

272. ВЫЧИСJlение суммы. Пусть n - фиксированное 
/-1 

1 1 " ПО"10жительное число. Положим хо = n и х/ = n _ 1 � Х' 
1=0 

n-\  
для j = 1 ,  2, . . .  , n - 1 .  Вычислите сумму L Х/. 

/=0 
273. Неравенство в треугольнике. Пусть задан остро

угольный треугольник Аве. Выберем внутри него про
извольную точку Р. Покажите, что РА + РЕ + ре � 

2 � 3 Х (периметр треугольника, образованного точками 

касания вписанной в Аве окружности со сторонами 
Аве) . 

1 Задачи 271-393 В ОРИГllнале книги ч. Тригга ОТСУТСТВУЮТ. 
Пршr. ред. 
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274. Упаковка квадратов. Пусть дан набор квадра
тов, общая площадь которых равна 1 .  Покажите, что 
их можно уложить внутри квадрата со стороной. рав-
HO�' -V2, так чтобы ОllИ не перекрыва.гшсь. (Д.ГIЯ квад
рата со стороной < -V2 это утверждение несправед· 
ливо.) 

275. Максимальное число. Пусть дано множество 
различных комплексных чисел Zj, i = 1 ,  2, . . .  , п, удов
летворяющих неравенству 

m i n !  Zi - ZJ ! � тах ! Zl !' i + J i 
Найдите максимальное возможное n и для этого n все 
MHO�KeCTBa. удовлетворяющие условию задачи. 

276. Одна немультипликативная функция. При лю
бом натуральном n обозначим через 'Б (П) число реше
ний уравнения 

X� + X� + . . .  + X� = n 

в целых числах Х, .  Х2. • • •  , Хn •  ПОЛОЖIIМ далее fs = 
= (28) -" 8 (П) .  Известно, что при 8 = 1 .  2, 4. 8 функцпн f8 МУЛЬТИПЛИl<ативна, то есть для любой пары взаИМIIО 
простых натуральных чисел т и n выполняется равен
ство fs (mn) = fs (m) fs (n) . Докажите, что fs не является 
мультипликативной ни при ,<аком другом значении 8. 

277. Комбинаторная задача. Найдите количество упо
рядоченных наборов (а" а2, . • .  , аn ) из n натуральных 
чисел, в которых 

(i = 1 ,  2, . . . , п). 
278. Еще неравенство в треугольнике. Пусть биссект

рисы внутренних углов треУГОЛЬНИI<а Т равны соответ
Ственно �a, �b, �c, его медианы - та, ть, те, а радиусы 
его вписанной и описанной окружностей - , 11 R. Дока
Жите, что 

ГДе р - полупериметр данного треугольника Т, и что ра
венство достигается в том и толыш том случае, если 
треугольник Т - равносторонний. 

279. Последовательность составных чисел. Докажите, 
"то ДЛЯ любого натурального n существует множество 
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IIЗ n составных чисел, образующих арифметичеCJ<УIO 
прогрессию, и таких, что все эти числа попарно взаимно 
просты. 

280. Что за формула? Найдите формулу для общеГI) 
члена последовательности {хn} ,  определяемой pel<yp.. 
рентно: 

xn = (n - l) (xn-l + xn-2), .. n ;;:;': 4, x2 = 1 ,  хэ = 2. 

281 .  Точки на отрезке. Пусть О = хо < ХI < . . .  < Хn= 
== 1 - точки, которые делят еДИНIIЧНУЮ окружность на n 
частей (не обязате.IJЬНО равных) . Докажите или опро
вергните следующее утверждение: существует такое це
.'10 е составное число т, что в каждом из отрезков 
[Xi, XHl], i = О, • . .  , 11 - 1 содержится по кранней MelJe 

l одна несократимая дробь вида - .  т 
282. Условие, определяющее параболу. Пусть на гра

фш<е НСЛIIНейной функции f(x) заданы точки Р; (i=O, 1 ,  .. , 

• . .  , n) . Обозначим через tn; угловой Iюэффициент пря
мой, соединяющей точки Р; и РН1 (мы ПО.'1агаем 
Р n+1 = Ро) . Пусть далее f (х) - функция, определенная 
при всех вещественных Х и не равная тождественно 
Jюнстанте. Докажите, что f (x) является ,<вадратным 
трехчленом, а ее график будет параболой в том и только 
том случае, если па этом графин:е найдется такая точка 
Ро, что для любых других n точек P1 , • • • •  Рn того же 
графика будет ВЫПО.IJНЯТЬСЯ соотношение 

n 
L (- l/ tnt = О . i =O 

283. Полный квадрат. Найдите все целые числа х, 
у, Z, при которых величина 4Х + 4У + 4% предстаВЛ5Icf" 
собой ПО.IJНЫЙ квадрат. 

284. Суммирование. Пусть n� 2- произвольное це· 
,, 1  1 лое число. Докажите, что � pq = 2" '  где суммирование 

проводится по всем целым р, q, взаимно простым меж�д .  
собоi'i II 7ЗКИМ,  что О < р < q ::::;;;; п; р + q > п. 

285. Несуществующий треугольник Умбуджо. С х:а 
рактерным Д.IJЯ него упорством профессор Евклид Па 
рацельсо Бомбаст Умбуджо пытается доказать следу 
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I1lУЮ теорему: ес.'ш в треугольнике Аве ортоцентр I Н, 
центр 1 вписанной и центр О описанной окружностей 
образуЮТ равносторонний треугольник, то 

3 
cos А + cos В + cos е = 2" '  

ПреI<ратите мучения профессора, показав, что, во
первых, треугольник НI0 не может быть равносторон
нИМ и, во·вторых, что если выполняется соотношение 

3 
cos А + cos В + cos е = 2" '  то треугольника Н 10 вообще 
не существует. 

286. Обобщенные числа Ферма. Пусть k - ненулевое 
це!lое число. Покажите, что числа  (2k) 2n + 1 ,  где n =: 
= 1 ,  2, . . . , взаимно просты. 

287. Синус от косинуса. Докажите, что на интервале 
(О, '/2Л) существует единственная пара чисел с < d, та-
КНХ, чтО 

sin cos c =  С, cos sin d = d. 

288. Нуль многочлена. Пусть ' (х) =хn+а,хn-Ч� 
+ . . .  + аn, где 1 � а, � а2 � . , . � ал � О. Пусть, 
да!lсе, л - комплексный корень " такой, что I Л I �. 1 .  
ДОI<ажите, что л равен некоторому КОРНЮ из  1 *. 

289. Замечательное число. Найдите такое число, 
чтобы его дробная часть, его целая часть и оно само 
образовывали геометрическую прогреССIIЮ*. 

290. Числа, кратные 27. Покажите, что числа 
25n+l + 5n+2 делятся на 27 при n = О, 1, 2, 

291 .  Число, не равное сумме квадратов. Докажите, 
Что число 3h нельзя представить в виде суммы двух це
дых положительных квадратов. 

292. Еще одно неравенство в треугольнике. Дока .. 
Жите, что в ПРОИЗDОЛЬНОМ треугольнике Аве выполn. 
Пястся неравенство 

sin А + sin В + sin С :::::э: 4 sin А . sin В . sin С � • 

Причем равенство достигается только в случае paBHOCTO� 
Роннего треУГОЛЬНИI{а. 
------

J Точка lIересечения высот. - При/>!. ред. 



293. «Арифметика планет». РеШlIте следующнй крип� 
тарифм : 

ТНЕ 
EARTH 
VENUS 

SA TURN 
URANUS 

NEPTUNE 

294. Интересное уравнение. Пусть задано уравнение 
у" = хУ. Ответьте на следующие вопросы: 

а. Что представляет собой множество положитель� 
ных чисел Х, дЛЯ каждого из которых единственным по
ложительным решением у данного уравнения является 
тривиальное решение у = Х? 

б. Если мы рассмотрим те значения Х, дЛЯ которых 
существуют нетривиальные решения у данного уравне
ния, то CKO.rIbKO таких нетривиальных решений при каж
дОМ Х? 

в. Если мы случайно выбеРtМ некоторое зна'-lение Х 
из интерва.ГJа  (О, е) , то какова вероятность того, что со
ответствующее lIетривиальное решение у будет лежать 
в том же интервале? 

295. Тригонометрическое неравенство. Докажите, что 
для любого множества вещественных чисе.ГJ {Ti}, где 
i =  1 , 2, . . .  , 11, 

n 
L COS (Tk - ТI) � О. 

k, l=1 
296. Подобные ромбы. Докажите, что все ромбы, ВПИ4 

санные в данный прямоугольник, подобны . 
297. Рациональное число. Образуем число Х = 

= Хо, ХIХ2ХЗ • • •  в десятичной системе следующим образом. 
Пусть Хо = 1 ,  а Хn представляет собой наимеНЬШIIЙ по
ложительный остато!(, который получается при делеНИIl 
Хо + ХI + . . . + Хn-I на 9. Покажите, что Х рационально. 

298. Могут или нет? Могут ли величины -V sin 8 If 
-Vcos8 одновременно принимать рациональные значения 
для какого-нибудь 8 из интервала (О, л/2) ? 

299. Одни единицы. Может ли натуральное число, 
которое в десятичной системе записывается с помощью 
бk - 1 единиц, быть простым? 
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300. Вписанные многоугольники. Квадрат и треуголь
ник равной площади вписаны в некоторый полукруг, 
ПРllче:VI одна из сторон треугольника совпадает с диа
метром этого полукруга. Покажите, что центр окружно
СПI, ВПIlсанной в данный треугольник, леЖIIТ на одной 
нз сторон данного квадрата. 

30 1 .  Тетраэдрическое неравенство. Пусть n треуголь
JlИКОВ имеют одинаковые основания и известна сумма 
всех нх боковых сторон. Доказать, что сумма высот 
этих треугольников максимальна в том С.ГJучае, когда 
все треуго.ГJЬНИКИ равнобедренны и равны между собой 1 . 

302. Знакочередующийся ряд. Докажнте, что знако
чередующийся ряд 

сх> 

I (_ I) i+ 1 'П ( 1  ++) 
i=1 

условно сходится, и найдите его сумму. 
303. Задача о девяти точках. Пусть в единичном 

квадрате задано 9 произвольпых точек. Покажите, что 
среди всех треугольников, вершины которых располо
жены в данных точках, есть по крайней мере один, чья 
площадь не превосходит 1/8 .  Обобщите этот результат. 

304. Новое неравенство. Покажите, что для произ
вопьных вещественных чисел aj > О и при любых целых 
М, Р > о выполняется неравенство 

] Это утвержденне в ОРИГIlнале IIСПОJlьзуется как промежуточ· 
I IЫЙ этап Д:lЯ отыскання максимального значения ведиЧИНbI 

где р; - расстояние от некоторой внутренней ТОЧКII Р праВIШЫЮГО 
тетраэдра А]А2АзА4 до его вершины А ;, а Х;; - расстояние от Р до 
ребра A ,Aj•  В связи с ошибкой в последующих рассуждениях 
эта веЛllчина осталась неВblЧJlсденноЙ. Читатель может считать оты
скание максимума л (Р) задачей 30 1 a, решение которой мне, впро
чем, неизвестно *. - Прu,М. ред. 
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305. Равнобедренный треугольник. Докажите, что 
если для углов А, В,  С не которого треугольника выпол� 
няется соотношение 

tg (А - В) + tg (В - е) + tg (е - А) = о, 

то этот треугольник равнобедренный. 
306. Восьмиугольник - из двух квадратов. Пусть 

заданы два концентрических квадрата, соответствующие 
стороны которых параллельны, а шющади находятся 
в отношении 2 :  1 .  Покажите, что если мы через Bep� 

шины меньшего квадрата проведем отрезки, перпенди
кулярные соответствующим диагоналям , то эти отрезки 
вместе со сторонами БО.'1ьшего квадрата образуют пра
ВШIЬНЫЙ восьмиугo.rIЬНИК. 

307. Делимость на 30. Докажите, что при любом це
лом n выражение (115 - 11) делится на 30. 

308. Простая «игра». В следующем криптарифме 

А 
МАТН 
MAGS 

МАТН 

ОАМЕ 

слово ОАМЕ I поставлено вместо некоторого простого 
числа. Найдите это число. 

309. Соотношение между высотами и сторонами. 
Пусть Аве - остроугольный треугольник. Докажите, 

I ha + hb + hc 1 h h h Ь что 2 <  а + Ь + с  < , где а. Ь. с - высоты, а а, , 
с - стороны данного треугольника. 

310. Объем параллелепипеда. Вычислите определп
тель 

a2 + b2 - c2 - d2 
2Ьс + 2оо 
2bd - 2ас 

2Ьс - 2ad 2bd + 2ас 
а') - Ь2 + с2 - d2 2cd - 2аЬ 

2cd + 2аЬ а2 - Ь2 - с2 + d2 

1 GAME (англ.) - игра. 
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311. Тригонометрический предел. Докажите, что пре· 
1J.ел 

n-I Нт " (...!... tg k21t )P 
n -+ оо  � n n 

k=1 
существует при р >  1 и не существует при р :::;;; 1 .  

3 1 2. Пересечение больших кругов. Докажите, что 
если на сфере n различных больших кругов пересе
I{аются более чем в двух точках, то они пересекаются 
по крайней мере в tn точках (n � 2; учитываются все
возможные точки, общие по крайней мере двум из 
кругов ) .  

3 1 3. Хиппи и геометрия. Мистер Хиппи, заядлый  
искатель правды, слегка задремал на  уроке. Проснув
шись, он услышал, как учитель геометрии говорил, что, 
соединив между собой середины сторон произвольного 
четырехугольника, можно получить параллелограмм. 
Мистер Хиппи, дабы никто не превзошел его в умении 
строить гипотезы «на песке», решил, что если на сторо
нах произвольного четырехугольника выбрать точки, де
лящие эти стороны на 3 равные части, а затем такие 
точки соединить между собой, то при этом снова полу
чится параллелограмм. Какова вероятность того, что 
мистер Хиппи прав? 

Докажите, что, кроме середин, не существует других 
точек, делящих стороны в заданном отношении r и та
ких, что, соединяя их между собой, мы получаем парал
лелограмм независимо от длины сторон исходного че
тырехугольника. 

3 14. Точки в треугольнике. Пусть внутри некотороro 
треугольника задано конечное число точек. Соединим 
эти точки между собой и с вершинами треугольника 
так, чтобы полученные отрезки не пересекались и раз
бивали весь треугольник на меньшие треугольники. По
кажите, что число таких маленьких треугольников 
всегда нечетно. 

3 15. Хорды в шаре. Пусть в некотором шаре заданы 
три взаимно перпендикулярные хорды АРВ, CPD и ЕРР. 
проходящие через одну точку. Определите радиус шара. 
если известно, что АР = 2а, ВР = 2Ь, СР = 2с, DP ::::::II. 
1::::: 2d, ЕР = 2е и РР = 2f. 

3 1 6. Пирожное с глазурью. Пирожное, сделанное 
Б форме треугольной призмы с очень маленькой выео-
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той, покрыто со всех сторон ТОНКИМ с.гюем глазури. Как 
следует разделить это пирожное между 1 1  приятелями, 
чтобы при этом каждому досталось одинаковое КО,rшче
ство кш< самого пирожного, тш< и глазури? 

3 17. Составные значения МНОГОLlлена. Покажите, что 
многочлен 4х3 + 6х2 + 4х + 1 при всех натуральных х 
принимает значения, прелставляющие собоii составные 
числа.  

3 18. Любопытное произведение. Докажите, что 
31 231 731 1 

cos -15 cos -IK . . , cos 15 = 1 28  • 
3 1 9. Мальчик, девочка и собака. Ма.lIЬЧИК ходит со 

скоростью 4 км/час, девочка - со скоростью 3 км/час, 
а собака бегает со скоростыо 10 км/час. В некоторый 
момент времени мальчик и девочка начинают двигаться 
по дороге из одного пункта и в одном направлении. 
а собака начинает бегать все время от одного из них 
к другому. Где через час окажется собака и в каком Ht1-
правлении она будет смотреть? 

320. Делитель. При каких значениях N число N2 - 7 \ 
делится на 7 N + 55? 

32 1 .  Сферы и куб. Однажды при перевозке потребо
валось упаковать сферу диаметром в 30 см в кубический 
ящик со стороной 32 см. Чтобы сф€:ра не двигалась во 
время перевозки, в углы  ящика пришлось поместить 
8 одинаковых маленьких сфер. Чему равен диаметр та
кой маленькой сферы? 

ние 
322. Предел суммы. ВЫЧИС.lIите, чему равно выраже-

n 
) .  '" k 2 + Зk + 1 1т L.. (k + 2)1 • 

n�OO k=o 

323. Интересные числа. ЕС.lIИ мы просуммируем ве
личины, обратные всем дели·те.lIЯМ числа 6, то получим 
1/ 1  + 1/2 + 1/з + 1/6 = 2. Найдите два других числа, для 
которых аналогичная сумма также равна 2. 

324. И нтересное уравнение. Решите уравнение 
xx+ 1 + хх =  1 .  

325. Тетраэдр - из прогрессии. Двенадиать чисел 
а; образуют арифметическую прогрессию, тш< что ah + 
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+ d = аlt+\. НаiJдите объем тетраэдра с вершинами 
в точках (ат, a�, a�), (a�, a�, аЮ, (a� , a�, a�), (a�lI' a� l '  a�2). 

326. Сильны ли вы в логике? Пусть S и Т - Hel<uTo
рые множества. Обозначим через Р с.rlедующее утвер
ждеl lие: «ПО I<райней мере два элемента множества S 
содержатся в Т». Известно, что отрицание J5 можно 
сформулировать в виде: «По краilНей мере два элемеlпа 
113 S не содержатся в Т». Какое заключение можно от
сюда вывести? 

327. Диагонали куба . Хорошо известно, что диаго
н а л и  квадрата взаимно перпенднкулярны Н, пересе
к а я с ь, делятся пополам. СправеДЛIlВЫ m1 аналогичные 
утверждения для l1-мерного куба? 

328. Попробуйте силы в комбинаторике. Докажите, 
что 

n n 
L L (_ I) i+ 1 С�С�l1 i-// = 111 i=O /=0 

329. Еще один криптарифм. Решите с.rlеJLУЮЩИЙ 
КРИIlТарифм: 

сниск 
T R I G G 
TUR NS 

TR I CKS 

330. Простые пары. Пусть 11 - HaTypa.ГfbHoe ЧИС.Гfо, 
большее 3. докажите. что существует два "ечетных про
ст ы х  числа Р\ и Р2 , таких, что 2п - Р\ делится на Р2 
( елуч ай 211 - Р\ < О не псключается) .  

331 .  Предельные точки. Пусть А ВС - равнобедрен
IШЙ треуго.ГfЬНИК с прямым YГ.ГfOM при вершине С. Пусть, 
далее, РО = А, Р\ = середине ВС, Р211. = середине А Р211.- 1 
И Р211.+1 = середине ВР2" дЛЯ k = 1 .  2, 3, . , . .  Покажите, 
что последоватеЛЬНОСТII {P21,} и {Р211+\} сходятся к точ
кам, делящим гппотенузу на 3 равные части. 

332. Свойство медиан. Пусть задан треуго.ГfЬНИК А ВС. 
Пусть, далее, А', В' и С' лежат строго внутри отрезков 
ВС, СА п АВ, причем АА', ВВ' и СС' пересекаются АО ВО СО , в точке О, а ОА' = ОВ' = ОС' .  Докажите. что АА , 
ВВ' и СС' представляют собой �Iедианы треУГОЛЬНlIка 
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Аве. Как изменится данное утверждение. если слова 
«строго внутри отрезков» заменим словами «на пря. 
мых»? 

333. Не вычисляя интегралы. Покажите. не вычисляя 
ни один из следующих интегралов. что 

1 1 
2 � -v' 1 - х2 dx = � -v 1 dx. 

- 1  _ 1  1 - х2 

334. Оцените погрешность. Можно ли сказать. ч rо 
е27З7 приближенно равно IOОО!/70!270!300!220! 140! ? Еш,
лид Парацельсо Бомбаст Умбуджо хочет использовать 
второе число в I<ачестве приближенного значения для 
первого. 

335. Простые числа и геометрическая прогрессия. 
Могут ли квадратные корни из трех р азличных простых 
чисел быть членами одной и той же геометричеСIЮЙ 
прогрессии? 

336. Простые делители. Покажите. что у числа 
' (Р1 · Р2 . . .  Р,, + 1 ) 2k _ 1 . где Рl. Р2, . . . •  рn - первые II 
нечетных простых чисел. есть по крайней мере n + k 
различных простых делителей . 

337. Ч исло решений криптарифма. Покажите, что 
у кри птарифма 

SEND 
MORE 

MONEY 

в системе счисления с основанием Ь есть ровно e�-8 ре
шений. 

338. Кубическое уравнение. Покажите. что все целые 
решения уравнения 

X1 + y3 + � = W, 
где Х, у, z, и образуют арифметическую прогрессию, 
кратны х = 3. у = 4, z = 5. и = 6. 

339. Положение центра вписанной окружности. 
Пусть 1, О. Н - СОответственно центры вписанной, опи· 
санной окружностей и ортоцентр треугольника Аве, 
у которого е >  в >  А.  Покажите, что точка 1 обязана 
лежать внутри треугольника ВОН. 

340. Иррациональное ЧИСJlО. Покажите, 'lTO число 
loge 2 иррационально, 
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341 . Наибольший общий делитель. Пусть а, т, n ---' 
положительные целые числа и n, i<poMe того, нечетно. 
ДОI<ажите, что наибольший общий делитель чисел 
аn - 1 и ат + 1 не превосходит 2. 

342. П ростое вычисление. Пусть (х + � у = 3; выяс
I 

lIите, чему равно х1 + ХЗ '  
343. Олимпийский бегун. Мистер Эдмэн Эмдэм, бе

гун-любитель, очень хотел бы попасть в оли:vrпиiICКУЮ 
команду. 

.SO : HE = .RANRANRAN • . •  1 

Каждая буква этого криптарифма представляет собой 
вполне определенную ненулевую цифру в девятеричной 
системе счисления. Найдите единственное решение крип
тарифма, меньшее 1/2 и, следовате.'lЬНО, более похожее 
"а шансы мистера Эдмэна попасть в олимпийскую 
команду. 

Существует ли решение в десятичной системе? 
344. Майские жуки. В коробке сидят майские жуки. 

Среди них n самцов и т самок. Мистер Энтомолог вы
Iшмает жуков из коробки в случайном порядке одного 
за другим, без возвращения до тех пор, пока у него не 
ОIшжется k самцов, 1 � k � n .  Пусть Х" - общее число 
жуков, которых он вынул ИЗ коробки. Найдите вероят
IЮСТЬ, с которой Х" = Х, где Х = k, k + 1 ,  . . .  , k + т, 
и определите среднее значение Х,,_ 

345. Гномон-магические квадраты. Квадрат 3 Х 3 мы 
IIазываем гномон-магическим, если суммы чисел, со
ставляющих квадраты 2 Х 2, которые остаются после 
удаления из исходного квадрата одного из четырех 
«уголков» (гномонов) . равны между собой. Покажите, 
что у гномон-магического квадрата третьего порядка 
суммы чисел, стоящих на двух диагоналях, равны между 
собой. Сохраняется ли это свойство для более высоких 
порядков? 

1 Поэтому он бегал, бегал, бегал ... (англ.) . Следует иметь в ви
.цу, что В правоi'! части криптарифма стоит так называемая деся
Тичная точка, которая в англоязычных странах заменяет нашу деся
тичную згпятую. Если целая часть числа равна нулю, как это имеет 
место в данном случае, то она иногда опускается. Так, например. 
'lIIсло 0,534 записывается как ,534. - Прuм. перев. 
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346. Верно ли неравенство? Пусть Xi - расстоЯние 
от lIекоторой внутренней ТОЧIШ треугольника А ,А2Аз до 
стороны, противоположной вершине Ai, i = 1 ,  2, 3, 
и пусть r - радиус вписанной D этот треугольник окруж
ности. Докажит� И.'lll опровергните с.1едующее вера
веIlСТВО: 

1 I I 3 
- --\- -- --\- - � - .  ХI Xz ХЗ , 

347. Спички на картоне. Предположим, что у нас ссть 
коробок спичек, ДЛ l Iна каждой из которых равна 1 .  
Пусть нам дан также картонный Iшадрат со стороной 
длиною в n единиц. Разделим наш квадрат прямым и ли
ниями на n2 меНl,ШИХ квадратиков. Задача СОСТОИТ 
в том , чтобы расположить спички на картоне, ВЫIIОЛНЯЯ 
три условия: 

1 )  каждая спичка должна покрывать сторону одного 
из маленьких квадратов; 

2) у каждоrо из м аленьких квадратиков ровно две 
стороны должны быть покрыты спичками; 

3) спички нельзя помеща:гь на краю картона. 
При каких n эта задача имеет решение? 
348. Неравенство с интегралами. Пусть при 

О � Х � 1 определена непрерывная функция f (Х) ,  та-
кая, что 

о < А � f (x) � B  

для всех х из даНIIОЙ области определения. ДОI{ажите, 
что в этом случае 

I I 
АВ � {�:) < А + В - � f (х) dx. 

о о 

349. Уравнение без решений. Докажите, что диоq,а н
ТОIЮ уравнение 5х --\- 2 = 1 7и не имеет решений. 

350. Еще один крипта-рифм. Решите следующий 
криптарифм : 
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35 1 .  « Невидимый» м-ногоугольник. Найдите тa t{ую 
область, ограниченную простым замкнутым многоуголь
ником , чтобы для любых двух сторон данного много
угольнИ\{а существовала бы внутренняя точка, из кото
рой эти стороны были бы видны. Однако при этом ни ИЗ 
одной внутренней точки не должны быть видны все сто
роны одновременно. 

352. Касающиеся график". При каком значеШIII а 
график ФУIIКЦIIИ аХ касается графика функции loga х? 

353. Центр эллипса. Покажите. что ни у какого рав
ностороннего треугольника, вписанного в эллипс (с не
равными осями) или описанного около него, центр не 
может совпадать с центром эллипса. 

354. Делимость на 1 20. Предположим, что а - I и 
а + 1 - простые числа (такая пара называется про
СТЫ М II близнецами) , большие 1 0. Докажите, что аЗ - 4а 
делится на 1 20. 

355. Диагонали многоугольника. Найдите наиболь
шее возможное число пересечений диагоналей плоского 
выпуклого n-УГОЛЬНИI<а. 

356. Простой криптарифм. Каждая буква следую
щего криптарифма поставлена вместо вполне определен
ной десятичной цифры: 

3 (В/DFОR) = 4 (FORB/D). 

Восстановите исходную запись. 
357. Палка внутри полусферы. Палка длиной d по

l\lещена в полусферический чан диаметром d. Пренебре
гая толщиной палки и считая, что сила трения отсут
ствует, определите угол, который палка будет состав
лять с диаметром в положении равновесия.  

358. Построение с помощью циркуля. Пусть зада ны 
две точки А и В, которые служат вершинами квадрата. 
Найдите с помощью одного циркуля другие две вершины 
этого квадрата. 

359. Среднее арифметическое и среднее гармониче
ское. В треугольнике со сторонами а, Ь, с прямая, сое
диняющая центр тяжести с центром вписанной окруж
ности, перпендикулярна биссектрисе угла, противоле
жащего стороне с. Покажите, что среднее арифметиче
ское чисел а, Ь, с равно среднему гармоническому чи
сел а и Ь. 
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360. Многоугольник на шахматной доске. ПУСТо 
шахматная доска состоит из квадратов со стороной, 
равной 4. Пусть, далее, на эту доску бросают правиль
ный 4n-угольник «радиуса» 1 1 . Определите вероятность 
того, что этот многоугольник пересечет сторону какого
либо квадрата. 

361 .  Целые числа, похожие на свои делители. У ка
ких положительных целых чисел вида рn - 1 (р - про
стое) все их делители имеют тот же вид? 

362. Верно или нет? Докажите или опровергните 
следующее утверждение: комплексное число z удовле-I творяет неравенству 1 z 1 - Rez � 2" в том и ТОЛЬКО том 
случае, если z совпадает с произведением чисел ас, та
ких, что I ё - а I � 1 . 

363. Тригонометрическое тождество. Покажите, что 

СОSn � - СОSn 2,,; + • • •  + ( - 1)n-1 СоSn (n - I ) ,,;  = nn�! . 
п п п ;;: 

364. Лесенка из двоек. Фиксировав n, рассмотрим 
«лесенку» из n ДBoeКi 

2 

2 
2 

2 
Обозначим через N n число различных целых чисел, ко
торые можно получить из этой лесенки подходящей 
и недвусмысленной расстановкой вложенных друг 
в друга скобок. Например, Nз = 1 ,  N4 = 2. Найдите Nn• 

365. Замечательное свойство тройки. Покажите, что 
если т и n - положительные целые числа, то наимень-

n т 
шая из величин -Уm и -vп не может превосходить ,fjз. 

366. Степень двойки. Покажите, что если число Z-m 
записать в виде конечной десятичной дроби, то при этом 
потребуется ровно т цифр 2_ 

I То есть единице равен радиус окружности, описанноя во!<руг 
этого многоугольника. - Прuм. перев. 

2 См. примечание на стр. 71. 
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367. Ч ему «равен» Ром ни? 
Если 

N 0 = '  Romney Romney Romney . • •  I 

десятичное представление некоторой правильной дроби, 
где каждая буква обозначает какую-то десятичную 
цифру, то найдите, чему в этом случае равно слово 
Romney (буквы N и n обозначают одну и ту же цифру; 
то же относится к О и о) . 

368. Удвоенный палиндром. Не могли бы вы найти 
число, которое, будучи записанным в десятичной си� 
стеме, обладает тем свойством, что если записать его 
цифры в обратном порядке, то получится число в 2 раза 
больше данного? 

369. Катеты-близнецы. Докажите, что длины двух 
катетов прямоугольного треугольника с целочисленными 
сторонами не могут выражаться простыми числами
близнецами. 

370. « Промышленный шпионаж». Издатель одного 
математического журнала сказал как-то своему по
мощнику: 

- Вот криптарифм, в котором двузначное число 
умножается сзмо на себя. Вы видите, здесь только 
дважды записано данное число и конечное произведе
ние; промежуточные выкладки опущены. 

Помощник ответил :  
- Я уже пытался решить этот криптарифм, но ре

шение оказалось не единственным. Если бы вы мне ска
зали, четно или нечетно исходное число, то я, бblТЬ мо
жет, сообщил бы вам решение. 

Опасаясь, что его подслушают, издатель на ухо шеп
нул своему помощнику ответ на его вопрос. Тогда по
мощник сказал: 

- Я так и думал. Теперь я знаю решение. 
К несчастью, агент конкурирующего математического 

журнала уже успел поставить микрофон в кабинете из
дателя, и весь разговор был записан. Хотя конкуренты 
не видели криптарифма, они смогли его полностью вос
становить. А вы сумели бы это сделать? 

I Нет Ромни, Ромни, Ромни... (англ.) - лозунг противников 
этого кандидата во время ОДНОЙ из предвыборных кампаний в 
США. - П РUl>I. ред. 
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371 .  Циклический четырехугольник. Постройте цик
лический четырехугольник ' ,  такой, чтобы каждая его 
сторона касалась одной из четырех фиксированных 
ОI<ружностеЙ. 

372. Деление круга. Четыре прямые на плоскости 
пересекаются в точке О, причем все BOCe!llb углов равны 
450. На эту конфигурацию наложен круг, так, что точка 
О расположена внутри круга. Образовавшиеся секторы 
заштрихованы через один. Покажите. что заштрихован
ные секторы покрывают ровно половину круга. 

373. Распиливание куба. В одном математическом 
журнале появились следующие вопрос и ответ. 

Вопрос: «Плотник хочет распилить дереВilННЫЙ куб 
со стороной в 3 дюйма на 27 кубиков со стороной 
в I дюйм.  Он может легко сделать это, пронзведя 6 рас
ШIJlОВ и поддерживая при этом кусочки так, чтобы они 
не распались. Чему равно наименьшее число распилов, 
если плотнику при распиливании разрешается пересroв
лять КУСОЧIШ ПРОИЗВОЛЫIЫМ образом?» 

ответ: «Наименьшее число распилов равно 6, по
скольку для отделения внутреннего кубика требуется 
6 р'аспилов, по одному на каждую грань.» 

допустим теперь, что внутренний кубик отсутствует. 
Чему в этом случае равно минимальное число распилов, 
если в процессе распиливания можно переставлять ку
сочки произвольным образом? 

374. Минимум функции. НаЙДlIте наименьшее значе
ние функции 

f (х) = (х + а + Ь) (х + а - Ь) (х - а + Ь) (х - а - Ь), 

не пользуясь дифференциальным исчислением. 
375. Многочлен и интеграл. Определим величину 

TI< (х) следующим образом : 
n 

т k (х) = 11 (х - i). 
;=1 
I ,/=- k  

Пусть Р (х) - многочлен минимальной степени, обла
дающий тем свойством, что 

P (k) = Tk (k), k = 1 , 2, . . . , n. 

I Четырехугольник называется ЦИlшнчеСКIIМ, еС.1И вокруг него 
можно ОПlIсать окружность. - ПрUМ. перед. 
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П')кажите, что если МЫ возьмем доа целых числа s 
и t таких, что 1 ::;:;;; s � n и 1 ::;:;;; t ::;:;;; n, то 

t 
� Р (x) dx = о. 
s 

376. Удивительный треугольник. Найдите прямоуголь
ный треугольник, стороны которого выражаЛIIСЬ бы це
ЛЫМII числаМII, причем все 9 цифр, участвующпх в заПИСIl 
сторон, различны. 

377. Почти золотой прямоугольни к. Рассмотрим пря
моугольник R со сторонами х и у, х < у. Предположим, 
что мы удалили из R квадрат со с�ороной х И ПОЛУЧИЛIl 
при этом прямоугольник R'. Известно, что если R' ока
жется подобным R, то R - «золотой прямоугольнию> 

у 1 + -У5 и х = 2 . Предположим, однако, что R' не подо-

бен я. Проделаем с R' ту же операцию, что и с Я, уда
лив из Я' квадрат со стороной, равной меньшей из сто
рон я'. в результате получится прямоугольник R". При 
каких условиях R" подобен R? 

378. Задача с лепеш ками. Повариха печет лепешки 
lIа круглой сковороде, диаметр которой равен 26 едини
цам . Она кладет три круглых куока теста разных разме
ров TaJl, что их центры лежат на  одной прямой и вместе 
они покрывают весь диаметр сковороды, но - только 
половину ее площади. Найдите диаметры трех .1епешек, 
если известно, что они выражаются целыми числами. 

379. Орбита космического корабля. Постройте орби
ту космического корабля. из любой точки которой Земля 
и Луна казались бы одинаКОВЫ!\lИ по величине. 

380. Почему это невозможно? Объясните, почему на 
приведеннOlI.1 РИСУНl{е из:::бrажена невозможная си
туация. у 

У= ах2 + Ьх + с 
( а , Ь * О )  
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381 .  Не принимайте это всерьез. Найдите единствен. 
ное решение следующего криптаРllфма:  

MERRY 

XMAS 

FROM 

МАХЕ У 
382. Берите ножницы! Известно, что минимальное 

число прямолинейных разрезов, необходимых для того, 
чтобы разрезать данный тупоугольный треугольник на 
остроугольные треугольники, равно 7. Покажите, как 
практичеСIШ следует провести эти разрезы. 

383. Рациональные числа и многоугольник. Пока
жите, что если число сторон выпуклого МНОГОУГОЛЬНИI\З, 
описанного около некоторой окружности, нечеТIIО, 
8 длина каждой его стороны выражается рациональным 
числом, то длина каждого из отрезков, на которые'" сто
роны разбиваются точками касания, также выражается 
рациональным числом. 

384. Целая величина. Покажи те, что при любом по· 
(3n)1 

ложительном целом n число бnnl также целое. 

385. Подобные треугольники. Найдите тупоугольный 
треугольник, подобный своему высотному треугольнику 1 . 

386. Какая площадь больше? У двух треугольников 
стороны соответственно равны �а'J + Ь2, -v Ь2 + с2, 
-v с2 + а2 и -V р2 + q2, -v q2 + ,2, -V'-'" + р2. У какого из 
них площадь больше, если известно, кроме того, что 
а2Ь2 + Ь2с2 + с2а2 = p2q2 + q2r2 + ,2р2 И а > р, Ь > q? 

387. Расчетливый перевоз�ик. Корабл ь  А бросил 
якорь в 9 милях от ближайшей к нему точки прямоли
нейного берега О. Корабль В стоит в 3 милях от берега 
напротив точки берега, расположенной в 6 милях от О. 
Лодка отчаливает от корабля А, плывет к некоторой 
точке на берегу, забирает там пассажира и доставляет 
его на борт В. Одна миля пути обходится владе�lЬЦУ 
лодки в 1 доллар вне зависимости от того, везет ли он 
пассажира или идет порожняком. Пассажир за  1 милю 
пути платит владельцу лодки 2 доллара. Где следует 

I Так называется треУI'ОЛЬНИК, вершинами KOToporo являются 
основания высот исходного. - При,,!. перев, 
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владельцу лодки назначить встречу с пассажиром, 
чтобы его чистый доход (на пути от А до берега и далее 
до В) был максимален? 

388. Три салфетки. Одна леди сделала 3 круглые 
салфетки радиусом соответственно 2, 3 и 1 О дюймов. 
она положила их на круглый Стол так, чтобы каждая 
салфетка касалась двух остальных и края стола. Чему 
равен радиус крышки стола? 

389. Ученица Декарта. До нас дошла забавная исто
рl1Я о том, как Декарт предложил одной из своих титу
лованных учениц знаменитую задачу Аполлония: по
строить окружность, касательную к трем заданным 
ОI{РУЖНОСТЯМ.  дабы выразить свое скрытое презрение 
к претензиям ученицы прослыть способной, он не преду
предил бедную девушку, что ей следует воспользоваться 
методами синтетической геометрии. Она же, применив 
его новый аналитический метод, попала в ловушку, 
сведя задачу к системе трех квадратных уравнений, ко
торую не сумела решить. Покажите, каким образом она 
могла бы выбраться из этой ловушки. 

390. Перестановка цифр. 80зьмем некоторое число, 
записанное в произвольной системе счисления, 11 пере
ставим его цифры произвольным образом. ДOI<ажите, 
что разность между этими двумя числами делится на 
число, на единицу меньшее основания данной системы 
счисления. 

391 .  Принцип Ферма. Примените прИ/щип Ферма 
к круглому зеркалу. Другими словами, если внутри не
которого круга заданы две точки А и В, то требуется 
найти на окружности точку Р, такую, что величина 
АР + РВ принимает экстремальное значение. 

392. Центральная симметрия. Докажите, что если 
любая прямая, проходящая через фиксированную внут
реннюю точку О четырехугольника A BCD, разбивает его 
периметр на 2 части равной длины, то этот четырехуголь
ник - параллелогра мм. 

393. Запутанное завещание. У одного пожилого 
джентльмена было 3 замужние дочери: миссис Джонс, 
миссис Смит И миссис Уайт. У каждой из них было 
ровно по одному ребенку. джентльмен умер, оставив 
все состояние своим дочерям, зятьям и внукам, причем, 
согласно завещанию, все деньги следовало разделить 
между ними следующим образом. 
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Каждый из девяти наследников получал неКоторое 
I<оличество I<OHBepToB (свое для каждого из них) . 
В каждом конверте находилось Столько долларов, 
сколько конвертов получал данный че,'lОвек. Доля каж
дой из женщин превосходил а долю ее мужа на ту же 
сумму, на которую доля ее мужа превосходил а долю их 
ребенка. Хотя ни одна из семей не получала одинаковоi! 
суммы, каждая из них получала тем не менее одинако
вое число конвертов. Общее число конвертов, получен
ных миссис Джонс И миссис Смит, равнялось общему 
числу конвертов, полученных миссис Уайт и М lIстером 
Джонсом. 

До того как нотариус прочел завещание, каждая из 
семей была «без гроша в кармане». После тоге ,(ак 
воля покойного была исполнена, все они стали бога
тыми людьми, хотя и никто из них не сделался миллио
нером. Какую сумму получил каждый из девяти наслед
ников? 
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РЕШЕНИЯ 

для каждой задачи автор приводит наиболее 
элегантное из ее рещений, которое el>ty удалось 
найти, Bl>tecTe С указаниеl>t источника. Н е 1rtoжете 
ли вы улучщить это рещение? 

1 .  Если девять писем попали в предназначенные дЛЯ 
' IIIХ конверты, то и с десятым письмом обязательно про· 
изойдет то же самое. Поэтому вероятность того, что 
ровно девять писем попали в свои конверты, равна нулю. 

[М. М., 33, 2 1 0  (March 1950) .J 1 

2. В прямоугольном треугольнике АВС опускаем на 
гнпотенузу высоту СН (см. рис. ) . Треугольники АСВ, 

с v1\a � А Н В 

АНС и СН В подобны, значит *2 
х :  а = а :  с и (с - х) : Ь = Ь : с, 

отсюда 
а2 = сх и Ь2 = с2 _ сх. 

Складывая эти два неравенства, получаем 

а2 + Ь2 =  с2• 

I В книге приняты с,,1едующне сокращения иазвзний журналов: 
А. М. М. - A merican Malheтaticat Montbly; М. М. - Malhematirs 
Magaz:ne; N. М. М. - National Matheтatics Magazine; Р. М. Е. J. 
Pi Ми Epsilon Journal; S. S. М. - School Scienc'e and Маthеmаtiсв. 
При,u. перев. 2 Здесь 11 далее эвездочкQJ\ отмечеllЫ места, по поводу кото
рых редактор переnода рекомендует обратиться к пос.1еСЛОВIIЮ. 
При.lt. ред. 
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Это и еще 365 других доказательств теорем ы  ПифЗ4 
гора можно найти в книге Е. Е. S. L о о m i s, The Pytha
gorean Prnposition, Ed\vards Brothers, Апп АгЬог, Michi
gan, 1 940. 

3. Непосредствешюй проверкой убеждаемся, что чет
верка чисел ( 1 ,  2, 3, 4) удовлетворяет первому и четвер
тому, а также второму и третьему уравнениям. По
скольку ВСе уравнения систеl\IЫ симметричны относи
тельно х, у, Z, Ш, то остальные 23 перестановки чисел 1 ,  
2 ,  3 ,  4 тоже являются решениями данной системы. Н о  
произведение степеней всех четырех уравнений равно 4 ! ,  
поэтому других решений у нашей системы нет *. 

[М. М.,  23, 21 1 (March 1 950) .] 
4. Отношение числа ответов каждого типа равно об

р атному отношению соответствующих ОЧI<ОВ. Следова-5 
тельно, число правильных ответов равно 5 + 8 · 26 =  1 0. 

[М. М., 3 1 ,  237 (March 1 956) .] 
5. Во вписанном четырехугольнике ABCD проведеl\f 

отрезок АЕ так, чтобы точка Е лежала на диагонали BD 
и чтобы угол ВАЕ равнялся углу CAD. Тогда треуголь
ник ВЕА окажется подобным треугольнику CD.4, а тре-

с 

угольник AED - подобным треугольнику АВС. СЛЕ'.lJOва
тельно, АС : АВ = CD : ВЕ и АС : AD = ВС : ED. Отсюда 
А С · ВЕ = AB · CD и A C · ED = AD · BC. Складывая эти 
два равенства и замечая, что ВЕ + ED = BD, получим 

АС · BD = AB ·  СР + AD ·  ВС, 
что и доказывает теорему Птолемея. 

[Р. М а к к э й, S. S. М., 35, 3 14  (March 1 935) .] 



Кстати заметим, что, выБРRВ четырехугольник пря
l\IОУГОЛЬНЫМ , мы тут же получим теорему Пифагора.  

6. Напишем следующую цепочку равенств: 

х9 + у9 = (х + у) (хВ - х7 У + хбу2 _ • • •  + уВ) = 
= (ХЗ + уЗ) (хб - хЗуЗ + уб) = 
== (х + у) (х2 - ху + y� (хб - хЗуЗ + уб), 

откуда 

хв - х7у + хбу2 + • • •  + уВ = (х2 - ху + у2) (хб - х2уЗ + уб). 

[э. С е й б о л д, М. М., 34, 434 (Novembcr 1 961 ) .] 

7. Так как ( 10а + 5) 2 =  100а2 + 1 00а + 25 = а (а + 
+ 1 ) 100 + 25, мы получаем, что (85) 2 = 8 · 9 · 1 00 + 25 = 
= 7225*. 

[М. М., 24, 273 (Мау 1 95 1 ) .] 
8. Уравнение х4 - 5хЗ - 4х2 - 7х + 4 = О можно пе

реписать в виде (х2 - 2) 2 = 5хЗ + 7х. Поскольку при 
любом отрицательном х левая часть уравнения положи
тельна, а правая отрицательна, исходное уравнение не 
может иметь отрицательных корней. 

[Р. Е. Х о р т о н, М. М., 24, 1 14 (November 1950) .] 
9. Рассмотрим все прямые, определяемые всевоз

можными парами наших отмеченных точек. Возьмем не
которую точку вне данного круга, не лежащую ни на 

\ 
/ 

одной из этих прямых. Нроведем через эту точку пря
мую так, чтобы все отмеченные точки оказались справа 
от нее. Будем теперь поворачивать полученную прямую 
вокруг данной точки слева направо. В процессе своего 
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движения эта прямая будет последовательно проходить 
через отмеченные точки, причем она не сможет прохо
дить одновременно более чем через одну такую 10ЧI{У. 
Следовательно, повернув прямую так, чтобы она после
довательно прошла ровно через миллион отмеченных то
чек, и зафиксировав ее в этом положении, МЫ и получим 
искомую прямую. 

[Г. у и л л с, М. М., 37, 206 (Мау 1 964) .] 

1 0. Предположим, что существует самое большое 
простое число р. Рассмотрим ЧИС.l0, на единицу превы
шающее произведение всех простых чисел , меньших или 
равных р, то есть 

Q = 2 · 3 · 5 · 7 ·  . . .  · р + l . 

�аметим теперь, что Q не делится ни на одно простое 
число, участвующее в написанном выше произведении 
(поскольку при делении Q на любое из этих qисел <хта
ток будет равен 1 ) .  Следовательно, либо Q само про
стое, либо, если оно составное, разлагается в произведе
ние простых сомножителей, каждыi! из которых больше 
р. В любом случае существует простое число, большее 
р. Значит, среди простых чисел нет наибольшего. 

[Е в к л и д. Начала, т. I I I , М.-Л., Гостехиздат, 1 950, 
кн. IX, предложение 20.] 

Даже будучи хорошо известным, это красивое К"lас
сическое доказательство, при надлежащее Евклиду, по 
всем I{ритериям можно отнести J{ тем решениям, кото
рые заслуживают названия элегантных. 

1 1 . Поскольку (1 = - 1 ,  i8 = 1 ,  мы получаем 

27 + 8i = 27 + 8i9 = 9 _ 6 '3 + 4 '6 = 5 + 6 ' 
3 + 2iЗ 3 + 2iЗ l l l . 

[Дж. М. Х а у е л л, М. М., 26, 287 (Л\ау 1 953) . ]  

1 2. В общем случае, если у. нас еСть две пересекаю
щиеся области, площадп КОТОБJJЫХ равны соответственно 
а и Ь, а площадь их общей части равна х, то площаДJl 
�оответствующих неперекрывающихся частеI"f равны а-х 
и Ь - х. Разность этих площадей равна, следовательно, 
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I а -- Ь 1 . в нашей задаче эта разность. очевидно. равна 
1t (20) 2 - Л ( 1 5) 2  = 1 75л. 

[М. М .• 26. 287 (Мау 1 953) .] 

13 .  После каждой встречи выбывает один из игро
ков. Поскольку в итоге выбывает n - 1 теннисист. то 
всего следует провести n - 1 встречу. 

[Ф. М а р е р. М. М .• 23. 278 (Мау 1 950) .] 

1 4. Мы имеем 

1 ( 1 !) + 2 (2!) + 3 (3!) + . . . + (n - I ) [(n - l) !] + n (n!) = 

=2 ( l !) + 3 (2!) + 4 (31) + . . .  + n [(n - 1 ) 1] + (n + 1 ) (n !) -

L - 1 1 - 21 - 31 - . • •  - (n - 1) 1 - n! = (n + 1 ) 1  - 1 . 
. -

1 5. Рассмотрим П.'lOскость. проходящую через оси 
СIlМ l\Iетрии даННLJJХ  ЦIIJIИ IIДРОВ. Сечение общей части ци
линдров этой плоскостыо представляет собой квадрат. 
Если �1Ы проведем П.'lоскость. параллельную данной. то. 
1(З ]( видно из рlIСУII IШ,  D сечеll]] l I ]юл� 'штся тоже квад-

ра 1 , а окружность, вписанная в этот квадрат, будет 
Представлять собой се'lение плоскостью сферы, вписан
ной в общую часть цилиндров. Следовательно, объем 
общей части наших цилиндров относится к объему впи-
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санной сферы, как площадь квадрата к площади впи
санного в него круга *. Поэтому 

4wЗ 4 16гЗ 16  V = -- . - = -- = - CM3 
3 n 3 3 • 

[л. М о з е р, М. М., 25, 290 (Мау 1952) .] 

Отсюда следует, что общую часть двух данных ЦlI
линдров можно разбить на бесконечно малые пирамиды, 
вершины которых лежат в точке пересечения осей ци
линдров, а их основаниями служат элементы цилиндров. 
Все такие пирамиды имеют высоту, равную единице. Сле
дователыlO, площадь nOBepXHOCTI{ общей части цилинд
ров равна 1 6  см2• 

[дж. х. Б а т ч а р  т, М. М., 26, 54 (September 1 952) .] 

16. Выпишем в строчку n единиц с промежутками 
между ними.  Ясно, что существует взаимно-однозначное 
соответствие между представлениями n в виде суммы 
и способами заполнения (n - 1 )  промежутков между 
единицами, куда мы либо ничего не вставляем� либо 
вставляем знак +. Таким образом, с каждым из (n - 1 )  
промежутков м ы  можем поступить двумя раЗЛИЧНЫМII 
способами. Следовательно, число различных способов, 
которыми можно представить целое число в виде суммы 
целых положительных слагаемых, равно 2n-1• 

[У. М о з € р, Р. М. Е. J., 1, 1 86 (November 1 95 1 ) .] 

1 7. Для любого полинома ( (х) число { О )  равно сум
ме коэффициентов. EcJН1 эта сумма равна нулю, то f (х) 
делится на х - 1 .  Поскольку 1 - 2 + 3 + 4 - 6 = О, от
сюда следует, что х = 1 является корнем нашего урав
нения независимо от того, в каком порядке скобки за
полнены данными числами. 

1 8. Предположим, что ребра нашего куба закреп
лены в вершинах шарнирно. Приподнимем куб за одну 
из вершин; ребра провиснут, образовав конструкцию, 
состоящую из трех последовательно соединенных групп 
проводников, каждая из которых в свою очередь СОСТОИТ 
соответственно из трех, шести и трех параллельно соеди
ненных проводников *. Концами полученной KOHCTpyK� 
ции служат как раз противоположные вершины исход-
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наго куба. Следовательно, общее сопротивление между 
противоположным и  вершинами куба равно 1/з + 1/6 + 
+ I/з = 5/6 Ом. 

1 9. Ясно, что 

'ОКЕ =  АННААН = 1 00 +  AH ( I OOOI )  

НА НА 
• 

Далее, 1 000 1 = 73 · 137. Поскольку 1000 1 - пятизначное 
число, НА должно делиться на один из его делителей, 
откуда НА = 73. Окончательно получаем, что наше д� 
ЛСlJие имеет вид 377337 : 51 69 = 73. 

20. Так как у - целое число < 2, у = 1 *. Далее, вы· 
ражая стоимость одной розы в центах, получим 

1 00 200 80 х х +  10 
= 12 '  или х2 + 25х - 1 50 = 0 .  

Единственный положительный корень данного уравне· 
ння  х = 5. Это и есть искомое количество роз, куплен· 
IIЫХ девушкой первоначально. 

2 1 .  Стороны треугольника и шестиугольника отно· 
С5JТСЯ как 2 :  1 .  Следовательно, треугольник можно раз· 
резать на четыре, а шестиугольник - на шесть конгру· 
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энтных между собой треугольншюв. Поэтому их П.'IQ. 
щади находятся между собой в отношении 2 :  3. 

[М. М., 34, 308 (Мау 1 96 1 ) .] 
22. Если n четно 11 мы n раз перевернем чаШI\lI, 

оставляя при каждо't очередной манипуляции нетропу, 
той новую чаШI<У, то в итоге каждая чашка llеревеРllется 
n - 1 раз и окажется расположенной кверху дном. 

Если n нечеТlЮ, то будем писать возле каждой пра
вильно стоящей чашки + 1 ,  возле каждой чашки, пере
вернутой вверх дном, - 1 .  Тогда вначале пронзведеllllе 
всех этих чисел равно + 1 .  Каждый раз переворачивая 
ч аШI<И, мы меняем положение (n - 1 ) ,  то есть четного 
ч исла чашеIС Поэтому ПРОllзведеНlIе наших чисел на 
каждом шаге будет по-прежнему равно + 1 ,  а в итоге 
мы хотим получить произведение, равное -1 , что, оче
видно, невозможно. 

[Е. п. с т а р к.] 

23. Все, что надо знать для решения задачи, - это 
что хn - уn при n = О, 1 ,  2, . . . делится на х - у. llусть 
величина, которую вычислял профессор, равна Р (1l ) .  
Тогда, поскольку 214 1 - 1863 = 1 770 - 1492 = 278, 
Р (n) делится на 278 при любом n. АнаJ10ГИЧНЫМ обра
зом 2 1 4 1  - 1 770 = ] 863 - 1492 = 37 1 ,  числу взаимно 
простому с 278. Таким образом, Р (n)  всегда делится на 
278 · 371 = 53 · ] 946 и, разумеется, на само число ] 946. 

[Е. п. С l а р к, А. М. М., 54, 43 (January 1 947) .] 

24. Если Ь - период в десятичном представлеНИIl 
числа, обратного к а, то все цифры произведения аЬ 
девятки. Далее, 99 = 9 · 1 1 , 999 = 3 · 9 · 37, 9999 = 9 · 1 ] · 
· 1 0 1 ,  99999 = 9 · 4 1 ·271  и 999999 = 3 ·  7 · 9 · 1 1 · 1 3 · 37. По
следние шесть чисел и являются ИСКОМЫМИ наИllIень
шими различными целыми числами, удовлеТВОРЯЮЩЮIll 
заданному условию. действительно, 

I I 
3 = 0,333333 . . . lТ = 0,090909 . . .  

I I 
"7 = 0, 1 42857 тз = 0,076923 . .  , 

J I "9 = 0, 1 1 1 1 1 1  37 = 0,027027 . .  , 

[М. М., 35, 3 1 1 (November ] 962) .J. 



25. Развернем поверхность цилиндра вместе с про
волокой на плоскость. Образующая (9 см ) ,  деСflТИ
кратно повторенная окружность ( 1 0 · 4  СМ ) и проволока 
(L) образуют теперь прямоуго.'1ЫIblЙ треуголышк. По
этому L = (8 1 + 1600) '/1 = 4 1  см. 

�9 � 40 

Отсюда следует, между прочим, что если только про
волоку не намотать вокруг цилиндра так, чтобы она пе
ресекала его образующие под постоянным углом, то 
с течением времени она может ослабнуть. 

[М. М., 23, 278 (Мау 1950) .] 
26. данную дробь можно переписать в виде 

(Р + 1 + �) (q + 1 + ; ) (г + 1 + + ) ( s + 1 + � ) .  
Далее, сумма двух положительных взаимно-обратных 
чисел � 2. Поэтому каждая скобка � 3, а все произве
дение � 8 1 .  

[Р. Л .  М о е н т е р, S .  S .  М., 54, 667 (November 1 954) .] 

Отсюда непосредственно следует, что 

(4; + 41 + 1) (4� + 41 +  1) . . .  (4: + a,� + 1) � 311 
QlQ2 • • • йn 

::;;--

ДЛfl любых положительных ai. 

27. Изучение таб.'1ИЦЫ квадратов в десятичной си
стеме показывает, что 

1 ) квадрат может оканчиваться только цифрами О, 
1 ,  4, 5, 6 или 9; 

2) если у нашего ,{вадрата в разделе единиц стоит 
цифра 6, то в разряде десяТI<ОВ у него - нечетная цифра, 
в противном случае - соответствующая цифра четная. 

N • • .  10 1 1  12 13 14 15  1 6  17 18  1 9  . . .  
N2 • • •  100 1 2 1  1 44 169 196 225 253 289 324 361 . • . 

Таким образом, все цифры нашего квадрата не мо
гут совпадать между собой, если только они не равны 4. 
(Квадрат, состnящий из одних нулей, оч@видно, не имеет 
Смысла.) Но ... 444 = 4 ( . . .  1 1 1 ) ,  а поскольку у числа, за-
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КЛюченного в скобки, в разделе десятков стоит нечетная 
цифра, мы делаем вывод, что в десятичной системе ника
кой квадрат не может состоять из одинаковых цифр. 

28. Представим директоров с помощью вершин, 
центра и центров граней некоторого куба. LUестнадцать 
комитетов изобразим как диагонали этого куба и диаго
нали его граней, причем каждый директор окажется в 
четырех комитетах, за исключением тех директоров, ко
торым соответствуют центры граней. НО эти центры слу-

" 

жат вершинами октаэдра, и мы можем в качестве новых 
комитетов взять перемежающиеся треугольные грани 
этого октаэдра. 
[Дж. Е в е р н д е н и Р. С п и р а, А. М. М., 69, 92 1 (No
vember 1962) .] 

29. Поскольку вначале у нас n кусков, а в конце 
остается 1 и поскольку каждый ход уменьшает число 
кусков на 1 ,  то картинку можно собрать за n - 1 ход, 
причем это число, очевидно, не зависит от способа со
единения. Конечно, такое рассуждение остается спра
ведливым лишь при условии, что, однажды соединив 
вмеСТе какие-либо части, мы больше их не разъединяем. 

[Л. М о з е р, М. М., 26, 1 69 (January 1 953) .] 
30. Поскольку f (х) = х1+ хЧ- х2+х+ I ,  (x - I ) f (x) c= 

= x5 - 1 . Далее, f (x5) = (x2° - 1 ) + (хI5 - 1 ) + (хIО-I ) +: 
+ (x5 - 1 ) + 4 + 1 . Но x5 - 1 , а значит, и f (x) являются 
делителями каждой из скобок. Следовательно, 

f (х5) = [кратное f (х)] + 5. 
[Н. А н н и н г, S. S. М., 54, 576 .(October 1 954) .] 
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3 1 .  Обозначив делитель через d, мы получим, что 
8d < 1 000, а d < 125. ПОCI<ольку 7d < 900, из первого 
вычитания следует, что первая цифра частного равна 8. 
Следовательно, частное равно 80 809. ТЗI< как 80 809d >' 
> 1 0 000 000, мы получаем, что d >  123. Значит, d == 
= 1 24, а восстановленное деление имеет вид 

1 00203 16 1 124 
992 80809 

1003 
992 

1 1 16 
1 1 1 6 

[У. Б. К а р в е р, А .  М. М., 6 1 ,  7 12  (December 1954) .] 
32. Каждое множество из шести точек окружности 

можно разбить на пары одним и только одним способом 
так, чтобы прямые, соединяющие между собой точкн 
n каждой из пар, обраЗОВЫБали допустимый треуголь-

ник. И обратно: стороны каждого допустимого треуголь· 
Ilика ведут к шести точкам на окружности. Следова
тельно, число допустимых треугольников равно 

СВ nl 
n = 6 1  (n - 6)1 • 

[Л. М о з е р, М. М., 26, 226 (March 1953) .] 
На рисунке показан случай n = 7. 
33. Поскольку 125 = 1000 : 8, 5746320819 · 125 = 

.= 57463208 1 9000 : 8 =  7 1 8290 1 02375. 
[М. М., 25, 289 (Мау 1952) .] 
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34. Вычитая '/2 (7 - 4) = 1 ,5 из каждого члена рида 
- 4 + 7 - 4 + 7 - 4 + 7 - . . . . 

ПОЛУЧ Il М  

- 5,5 + 5,5 - 5 ,5  + 5,5 - 5,5 + 5 ,5  -

с.ТJсдовательно, Il-Й член данного ряда равен 1 ,5 + 
+ 5,5 (- 1 ) n . 

,зг ,з/ 
35. Пусть 'v 2 + "'1/5 = а, 'V 2 - "'1/5 = Ь, а + Ь = t. 

Тогда 
хз = аЗ + 3з2Ь + 3аЬ2 + ЬЗ = аЗ + ЬЗ + 3аЬ (а + Ь) = 

= 4 + з (-\1-=-1) х. 

Значит, хЗ + 3х - 4 = О, а единственный веществен
ный l<орепь данного уравнения равен 1 .  

[К А д л  е р ,  А .  М .  М., 59, 328 (Мау 1952) .] 
36. Тю< как треугольники AB1C, и A 1BC, равны 

между собой, угол C1AB, равен углу C1A 1B. Далее, yrOJl 
АР,А.  ранен угл� А С,А " I<ОТОрЫЙ в свою очередь равен 
900. Следовательно, угол АР,В = 900. Значит, Р, и ана-

в 

логичным образом Р2, РЗ лежат на ОI<РУЖНОСТИ, диаметр 
I';ОТОРОЙ совпадает с АВ. Поэтому сокровища зарыты 
IJ сереДIlне Т отрезка А В. 

37. Пусть т - общее число мужчин, а х - доли 
;\IУЖЧИIl, отказавшихся от сверхурочной работы. Тогда 
общая сумма выданного вознаграждения равна 

Т = 8, 15 (350 - m) +  1 0 ( 1 - х) m =  
= 2852,50 + т ( 1 ,85 - 1 Ох), 

что не зависит от т только в случае. если х = 0, 1 85. 
I 1звестно, кроме того, что т < 350 и что как т, так 
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Il 0, 1 85m - целые числа.  З начит, m = 200. Отсюда сле
дует, что 1 50 женщин получили вознаграждение на об
!дую сумму 1 220 долларов 50 иентов. 

38. Умножив произведение на 1 =� (з ,0 - 1 ), мы по
лучим 
1-(32"+ 1 - 1), поскольку (320 - 1 ) (3zO + 1 ) = 321 - 1 ,  2 (з]1 - 1) (3 JI + 1 )  = 322 - 1 , и т, д. 

в общем случае если мы вместо 3 возьмем любое 
ОСlIование х >  1 ,  то наше произведенпе будет равно 
Xl,,+ I _ 1  

х - I 
[М, М., 38, 1 24 (March 1 965) .] 

39. Требуемое расположение новых веревок можно 
получить, отразив зеркально данное расположение отно-

СlIтельно пунктирной липии. 
[Н. К Р о с с м з н, Р. М. Е. J., 2, 26 (November 1 954) .] 
40. Поскольку частное двух чисел равно 5, разность 

между НИI\Ш в четыре раза больше l\Iеньшего из НИХ.  
Следовательно, меньшее число равно 5/4, а большее 25/4. 

х 
В общем случае если х - у = - = а, то 

у 
а2 

х = -a - I ' 
а а Y = a - I ' 

4 1 .  Корни положительны; их среднее арифметиче
Ское равно - (-20)/20, а среднее геометрическое равно 
(+ 1 ) '/ ... Поскольку оба эти значения совпадают, отсюда 
следует, что все корнн равны 1 *. 
[д. с. Г р и н с т е й н, А .  М. М., 63, 493 (September 1 956) .] 
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42. Пусть n >  3. Простой многогранник с 2n реб. 
рами представляет собои пирамиду, в основании кота
рой лежит n-угольник. Если п-угольник перегнуть вдоль 
диагонали так, чтобы он оказался лежащим в двух раз-

2п, п>3 2п + 1, п >;] 6 

личных плоскостях, а затем соединить его вершины пря
мыми с точкой, не принадлежащей этим плоскостям, то 
мы получим многогранник с 2п + 1 ребром. 

Каждая вершина многогранника представляет собой 
также вершину многогранного угла с тремя (по край
ней мере) ребрами, а каждое ребро многогранника есть 
в то же время общее ребро двух м ногогранных углов. 
Многогранник с четырьмя вершинами - Э'!'о тетраэдр; 
у него шесть ребер. У любого другого многогранника 
число вершин больше или равно пяти. Поэтому у его 
многогранных углов по крайней мере 5 · 3  ребер, а у него 
самого - по крайней мере (5 ·3 ) /2 = 71/2 ребер. Следо
вательно, не существует многогранника ровно с семью 
ребрами. 

[Е. П. С т а р к, А. М. М., 58, 358 (МагсЬ 1 95 1 ) .] 
43. Поскольку 

63! - 61 !  = (63 · 62 - 1 )  (6 1 ! ) = 5 . 1 1 · 71 (6 1 ! ) ,  
м ы  получаем 63! = 6 1 ! (mod 71 ) .  

[М. М., 34, 358 (September 1 961 ) .] 

44. Уравнение а2 + Ь2 + с2 = аЬ + Ьс + са эквива
лентно уравнению (а - Ь) 2 + (Ь - с) 2 + (с - а) 2 = О. 
Отсюда заключаем, что а = Ь = с, поскольку каждый 
член обязан обратиться в нуль. 

{М. С. К .lI а м к и н, М. М., 27, 287 (Мау 1 954) .] 
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45 ( 1 • 2 • 4 + 2 . 4 . 8 + 3 • 6 ·  1 2  + . . . )'11 = • 1 · 3 · 9  + 2 · 6 ·  18 + 3 · 9 ·  27 + . .  . 
= ( 1 • 2 .  4 ( 1 3  + 23 + 33 + . . . ) )'1. = (�)'I. = � 

1 • 3 . 9 ( J З  + 23 + 33 + . . .  ) 27 3 • 

[1\'\. Б е б е р м а н, S. S. М., 49, 588 (October 1 949) .] 

46. Оставшуюся часть доски можно полностью по
крыть костями домино. Для ДОI<азательства надо всего 
."ишь покрыть доску замкнутым путем шириной в одну 
клеточку. На левом рисунке показан путь, предложеllНЫЙ 
Ральфом Е. Гомори и приведенный в книге М. Гарднера 
«Математические досуги» (М., изд-во «Мир», 1 972, 
стр. 265) . Три остальных варианта также удовлетво
ряют всем требованиям. 

Цвета квадратов перемежаются вдоль всего пути. 
Если мы уберем любые два квадрата противоположных 
цветов, то наш путь разобьется на две не связанные 
между собой части (или будет состоять из одной части 
со свободными концами, если мы уберем два соседних 
Iшадрата) . Поскольку каждая часть содержит чеl ное 
число квадратов, ее (а значит, и всю доску) можно пол
I IOСТЬЮ по крыть костями домино. 

47. Это специальный случай алгебраического тож
дества 

а (а + Ь) (а + 2Ь) (а + 3Ь) = (а2 + З2Ь + bZ)2 - Ь4, 
где а = ,З + ,2 + , (, - основание системы счисления) ,  
а Ь =  1 ,  так что 

Поскольку ни один коэффициент не превышает 5, ра
Венство, сформулированное в УС.J]ОВИИ, справедливо 
в любой системе счисления с основанием, большим пяти. 

[Е. п. С т а р к, А. М. М., 5 . ,  590 _(ОесеmЬег 1 944) .] 
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48. Среднее арифметическое лет публикации равно 
1 3524/7 = 1932, или среднему члену нашей арифмети
ческой прогрессии. Первый член этой прогрессии отли
чается от среднего члена на ТрИ разности. Следова
тельно, первая книга была опубюшована в 1 932 г. 
- 3 · 7 = 1 9 1 1 г. 

[М_ М.,  34, 372 (September 196 1 ) .] 
49. На отрезке ВС (где ВЕ = а, ЕС = Ь) , к:ш на 

Дllаl\'lетре, построим полуокружность с центром в о. ИЗ 
ТОЧI<И Е восставим перпендикуляр к ВС, пересекающиii 
ПО.'Iуокружность в точке D. Проведем отрезок OD и из 

а 
8 О Е С 

ТОЧКИ Е опустим на него перпендикуляр EF. Тогда ра
диус OD = (а + Ь) /2 = А ,  а ED = (аЬ ) '/. = а_ Из по
добных треугольников OED и EFD находим , что 
DF : ED = ED : OD. Таким образом , DP = 

(ED)2 = 
OD 2аЬ = 

а 
+ Ь = Н. Следовательно, а2 = НА . Более того, 

A � a � н. 
[А. л . Г е с с, s. s. М.,  6 1 ,  45 (Jап uагу 1 961) .] 

50. При порядке D - А - Е - С - В две участницы, 
стоящие на верных местах, должны следовать непо
сrедственно друг за другом. В противном случае, по
скольку у двух участниц верно названы непосредствен
ные предшественницы (то есть девушки, занявшие непо
средственно предшествующее место) , были бы пра
вильно указаны места не для двух, а для трех девушеl(. 
Это означает, что верно названа одна из пар D - 11, 
А - Е, Е - С или С - В. Пары А - Е и Е - С следует 
отбросить, так Kal{ при таких комбинациях у двух уча
стНlЩ нельзя бьJ.IIО бы верно назвать непосредствен
ных предшественниц. Если бы верной парой оказалась 
D - А,  ТО порядок должен был бы совпасть .'шбо 
с D - A - B - E - C, либо с D - A - C - B - E, и мы� 

96 



пришли бы к противоречию с I<омментарием, который  
дала издате.'1Ьница относительно первой догаДIШ. Следо
вательнО, верно угадана пара С - В. Порядок А - Е 
D - С - В следует отбросить, опять-таки учитывая ком
ментарий к первой догадке. Таким образом, остается 
единственное возможное распределение месг Е - D 
А - С - В, удовлетворяющее всем условиям. 

[дж. Ф. Л и т ч, А .  М. М . . 68, 669 (August 196 1 ) .] 
51_ З амеТIIМ сначала, что еCJШ а :  Ь = с : d, то, оче

ВlIдНО, (a + b ) : b = (c + d) : d_ При�еняя такое преоб
разование '{ дробим, входящим в наше уравнение, по 
.nучим 

1 3 + 23 + 33 +  . . .  + (2n)3 441 
23 (Р + 23 + 3З + • . .  + nз) = 242 • 

Затем, применяя известную формулу для суммы кубов 
натуральных ЧlIсел 1 , получим 

(2n)2 (2n + 1 )2 . 8n2 (n + 1 )2 441 (21 )2 
4 4 = 242 = 2 ·  ( 1 1 )2 ' 

(2n + 1 )2 (21 )2 

(n + 1 )2 = (ТТ)2 -
Отсюда ясно, что n = 1 0. (Отрицательный квадратный 
корень приводит к отрицательному n.) 

52*. Если мы поместим стопку из (k - 1 )  прямо
уго.1ЬНЫХ параллелепипедов, каждыи из которых имеет 
длину 2х, на k-й горизонтаJIЬНЫЙ параллелепипед того 
же вида и будем сдвигать нашу стопку до тех пор, пока 
ее центр тяжести не окажется на одной вертикали 
с '{раем этого k-ro параллелепипеда, то центр тяжести 
всей конфигурации будет отстоять по ГОРИЗОНТ8JJИ от 
края k-ro параллt'лепипеда на расстояние x/k. 

Отсюда следует, что n костяшек домино нашей 
стопки (х = 1 дюйму) можно так сдвинуть между 
двумя вертикальными параллеJJЬНЫМИ плоскостями, о г-

I Р + 23 + . . .  + тЗ = т2(т + l)2/4. См. IIРI1меЧ<lнuе к задаче 
182. - Прuм. перев. 
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стоящим и  друг от друга на 1 дюйм, чтобы суммарная 
длина «выступающих» краев, если двигаться сверху 

I I I вниз, выражалась как 1 + "2 + з + . . .  + n _ l '  При 
этом костяшки образуют полуарку, которая будет нахо
диться в положении равновесия. Данная сумма пред
ставляет собой частичную сумму гармонического ряда; 
а поскольку этот ряд расходится, мы можем, выбрав 1l 
достаточно большим, добиться того, чтобы край верхней 
костяшки отстоял по горизонтали от края нижней KOC� 
тяшки на любое расстояние. 

Для того чтобы вся верхняя костяшка зашла за край 
нижней, 1l  нужно взять по меньшей мере равным 5. 
В этом случае суммарная длина «выступающих» краев 

1 I 1 будет равна 1 + "2  + з + "4 '  или приблизительно 
�;083 дюйма. 

Если мы теперь сдвинем наши костяшки так, чтобы 
все грани 2 Х 0,25 были параллельны одной и ТОй же 
плоскости, а центр тяжести каждой верхней части нашей 
стопки был расположен над углом ближайшей снизу 
костяшки, то расстояние в горизонтальной плоскости 
между углами самой верхней и самой нижней костяшек 
увеличится по сравнению с предыдущим случаем в [ 12 + ( ,1 )1'/2 .-J5 

"2 
= -2 - раз. 

[Р. М. Е. 1., 1 ,  4 1 1 (АргН ( 954) .] 
53. PaCCMOT�lV' предпоследний  бросок. После этого' 

броска сумма очков может равняться 1 2, 1 1 , 1 0, 9 или 
8. Если она равна 1 2, то после последнего броска итого
вая сумм а  очков может с равными шансами принимать 
значения 13, 14, 15, 16 или 1 7. Аналогично если эта 
сумма равна 1 1 , то итоговая сумма может с равными 
шансами принимать значения 1 3, 1 4, 15 или 16 и т. д. 
Отсюда ясно, что наиболее вероятное значение итоговой 
суммы очков равно 1 3. 

[Н. ДЖ. Ф а й  н, А.  М. М.,  55, 98 (February 1948) .] 
Если вместо 1 2  взять любое N > 3, то наиболее ве

роятное значение суммы равно N + 1 *. 

54. Если 1l � 3, то уравнения нашей системы зависи
мы и, следовательно, ее решение не единственно *, Зна-



ЧIlТ, n < 3. Но, поскольку МЫ говорим о «системе», 
n > 1 .  Следовательно, n = 2. 

то 

Так как наша система имеет вид 
ах + (а + d) y = a + 2d, 

(а + 3d) х + (а + 4d) У = а + 5d. 
х + у = 1 и х = - 1 ,  у = 2. 

[Д. р о т м а н, А. М. М., 70, 93 (January 1 963) .] 
На самом деле система двух любых уравнений, при

наД.'Iежащих семейству 
(a + 3kd) x + [a + (3k + l ) d] y = a + (3k + 2) d. 

имеет то же самое единственное решение. 
55. Отношение площадей тех частей, на которые 

биссектриса угла С = 2ЧJ делит данный треугольник: 
S BCD : S DCA = (; at sin ЧJ) : ( ; bt sin <р) = а : Ь. 

Но площади двух треугольников с равной высотой про
порциональны их основаниям, следовательно, 

SBCD : SDCA = т : n = а : Ь. 

[Р. п. г о л ь Д б е р г, М. М., 34, 435 (November 1961 ) .] 
56. Число 76, образованное последними двумя циф· 

рами,  делится на 4. Разность между 73 (суммой всех 
цифр,  стоящих на четных местах) и 1 7  + 45 (суммой 
всех цифр,  стоящих на нечетных местах) делится на 1 1  
независимо от ПОРЯДI{а, в котором заполняются пустые 
места *. Сумма всех цифр, 90 + 45, делится на 9. От
сюда следует, что наше число делится на 4 · 1 1 · 9 = 396. 
Значит, искомая вероятность равна 1 .  

{ПО Н а г а р а, А .  М. М .• 58, 700 �(Oecembeг 1 95 1 .] 
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57. Любое целое число х можно записать в виде 3n 
или 3n ± 1 .  Если числа такого вида мы подстаВИ:\1 
в уравнение х2 - 3у2 = 1 7, то получим соответственно 

3 (3n2 - у2) = 17 и 3 (3n2 + 2n - у2) = 16.  

Поскольку ни 1 7, нн 1 6  не делятся на 3,  наше ypaBHeHlle 

не имеет решений в целых числах. 

[Е. П. С т а р к, А. М. М., 52, 580 (ОесеmЬег 1945) .] 

58. Пошольку ' (О) = Р, 

f (х) = х . q (х) + Р и f (А) = А . q (А) + Р = А. 

Следовательно, Р делится на А .  Так как Р > А и Р про
стое, А = 1 .  Значит, сыну профессора исполнился 1 год. 
Профессор мог выписать любой многочлен из бесконеч
ного класса таких многочленов, например ХЗ - 3х2 + 3 .  

59. Поместим в каждую и з  точек А, В, С ,  А', В', С' 
по частице единичной массы.  Пусть R - центр тяжести 
тех частиц, которые находятся в точках А, В, С, а Т 
аналогичный центр тяжести для частшJ. в точках А', В', 
С'. Мы можем ,  далее, считать, что S представляет собой 
центр тяжести систем ы  их трех частиц ( l{аждая мас
сой 2) , помещенных в точках L, М и N. Но с тем же 
успехом можно считать, что S - это цt'нтр тяжести 00-

стемы из двух частиц (каждая массой 3) , раСПОJro-жен
ных в точках R и Т. Следовательно, S - это середина 
отрезка RT; но, поскольку R фиксировано, а Т переме
щается произвольным образом в плоскости Е, точка S 
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ОПllшет при таком движении некоторую ШJOскость, па
раллсльную Е. 

[д. п е д  о, А. М. М., 71 ,  670 (Juпе 1964) .] 

60. Всего было 1/2 (6 + 7 - 9) = 2 полностью ясных 
ДIlСЙ, так что р ассматриваемый период времени охваты
ва.') 9 + 2 = 1 1  дней. 

[М. М. ,  34, 244 (March 1 96 1 ) .] 

6 1 .  Для доказательства воспользуемся IIзвеСТНЫМII 
формулами, выражающими длины биссектрис tlерез сто
рОIIЫ треугольника * : 

Ьс (а + Ь + C) (�2 + С - а) = �� = �5 = 
(Ь + с 
ас (а + Ь + с ) (с + а - Ь) - (а + с)2 

Пос.lе упрощений мы приходим к 

С (а + Ь + с) (а - Ь) [(а + Ь) (с2 + аЬ) + 3аЬс + с.З] = О. 

Гlоскольку все сомножители положительны, кроме а - Ь, 
отсюда следует, что а = Ь. 

Этот метод применил Якоб Штейнер где-то около 
1844 г. 

62. ПОСКОЛI:I\'У движение относительно, мы може:\-I счи
тать обруч неШЩВIIЖНЫМ, а бедную девушку перемещаю
щейся внутри него. Первоначальная точка соприкоснове-

I IИЯ на та.'IИИ пройдет вдоль диаметра обруча дважды, а 
это и есть требуемое расстояние *. 

[Л. М о з е р, А . М. М., 66, 9 1 8  (ОесеmЬег 1959) .] 
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Когда девушка перемещается внутри обруча, пер во
начальная точка соприкосновения С движется вдоль диа
метра BD, поскольку 

R v АВ = R8 = 2 28 = v АС . 

63. Применим обычные формулы поворота на 4501 
х - у  

х = Х cos 450 - У sin 450 = -V2 • 

Подставив данные выражения для х и у в наше уравне
ние, получим 

Следовательно, вся картинка не изменится при повороте 
на 450, так что круг разрезаетс}{ данной кривой на 
360 : 45 = 8 равных частей *. 

[Н. А н н и н г, М. М., 32, 285 (Мау 1959).] 

Левая часть данного уравнения распадается в произ
ведение вида 

где 

(х + ау) [(а + l ) х  + (а - 1 )  у] (ах - у) [(а - l ) x 
- (а + 1 ) у] = О, 

64. П рогрессия 2,6, 1 О, . . . , (4k + 2) , ' "  не содержит 
ни одной степени, поскольку стеТ'ень любого нечетного 
числа неч-;тна, а степень каждого четного числа ДeJШтся 
на 4. 

[А. Р о з е Н ф е л ь д, А. М. М., 62, 1 85 ,(March 1955) .] 
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Существует также еще одно тривиальное решение, 
у которого первый член не является степенью, а разность 
равна нулю. 

65. Существует T�opeMa *, утверждающая, что пло· 
щадь любого простого многоугольника, вершины KOT� 

рого расположены в узлах решетки, ВЫЧИС.'Iяется по фор .. 
муле 

где Ь - число узлов решетки, расположенных на границе 
'данного многоугольника, а с - число таких узлов внутри 
l\шогоугольника. Следовательно, площадь многоуголь
ника, IIзображснного на рисунке, равна 7 + 42 - 1 = 48. 

66. Имеем n! (n - 1 )  1 = n[ (n - I ) !] 2 = ml Очевидно, 
что I !OI = 1 1  и 21 1 !  = 2! - решения данного уравнения. 
Во всех остальных случаях n < т; так что если ml со
держит неквадратный множитель >m, то решения ОТСУТ· 

ствуют *. Далее, для т >  10  всегда существуют два про· 
стых числа р И q, которые >m/2 и �m. При этом 

( m t ) ( m + t ) т2 3т 5 
pq � 2 + 2 -2- + ·2 = Т + Т + 4" > m. 

Следовательно, для т >  10  решений нет. Для т � 10, 
кроме указанных выше двух решений, существует еще 
только одно решение 716! = 1 0! .  

67. Поскольку l .yb - .yc l (.уь + .ус) = /  Ь - с I < 
< (.уа)2 < (Ь + с) < (.уь + .усу, отсюда следует, что 

l -v'b  - .ус I < .уа < ( .уь + .ус). 
[В а н Ц з  и - и, А.  М. М., 67, 82 (January 1960) .] 
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68. ДЛf/ того чтобы по.1JУЧИТЬ ИСКОМЫЙ угол, прове.1ем 
через точки А и В две окружности, касающиеся изнутри 
заданной окружности. Точка касания С меньшей из ннх 
с заданной окружностью и есть та точка, для которой 
угол АСВ принимает наибольшее значение. ДеЙСТВIf
телыю, если мы возьмем J]юбую другую точку на данной 
окружности, расположенную по ту же сторону от прямО/О, 
АВ, что и С, то соответствующий угол (опирающиiicя на 

тот же отрезок АВ) будет меньше угла АСВ, поскольку 
его вершина лежит вне меньшей окружности. Если же 
мы возьмем точку на данной окружности, расположен
ную по другую сторону от прямой АВ, то соответствую
щий угол будет меньше угла А СВ, поскольку его вер
шина расположена вне (или, в крайнем случае, на) боль
шей из внутренних окружностей. 

[А. С а т к л и ф ф, М. М ., 38, 1 24 (March 1 965) .] 

69. Пусть .'v = S : 3 - сумма чисел, стоящих в каждом 
столбце, строке и на каждой диагонали м агического 
квадрата 

Тогда 

] 04  

а Ь с 
d е f 
g h i 

N = (а + е + i) + (d + е + f) + (g + е + с) -
- (а + d + g) - (с + f + i) = 3е, 



а S = 9е. Отсюда, СКJIаДывая crроки и столбцы опреде-
лителя,  получим 

а Ь с а Ь с а Ь 3е а Ь е 

D = d е f - d е f d е 3:, d е е S. 

g h 3? 39 3:> 3е 3е 9е 

[Р. д ж. У о к е р, А. М. М., 56, ЗЗ (January 1949) .] 

70. Существует только два множества, соcrоящих 
каждое из пяти различных цифр, сравнимых между со
бой по модулю 2, а именно: О, 2, 4, 6, 8 и 1 ,  3, 5, 7, 9. 
Сумма цифр каждого квадрата при делении на 9 дает 
остаток О, 1 ,  4 или 7. Но сумма цифр первого множе
ства при делении на 9 дает остаток 2. Значит, из цифр 
этого множества нельзя составить пятизначный квадрат. 
Если последняя цифра квадрата нечетная, то его пред
последняя цифра обязана быть четной *. Однако во вто
ром множестве нет четных цифр. Следовательно, и из 
l\ИфР второго множества нельзя образовать пятизначный 
квадрат. 

[А. М. М., 44, 248 (April 1937) .] 

7 1 .  Впишите в данную сферу правильный додекаэдр 
или икосаэдр J! опустите перпендикуляры из центра сфе
ры на каждую грань. Постройте 60 равнобедренных тре
угольников, у которых вершины находятся в основаниях 
данных перпендикуляров и основаниями которых служат 
стороны соответствующих граней. Теперь спроектируйте 
из центра сферы эти треугольники на сферу. Получив
шиеся при этом равнобедренные сферические треуголь
lIИКИ и nудут как раз искомыми конгруэнтными кусками, 
на которые следует разрезать сферу *. 

[У. Р. Р э н с о м, А. М. М., 40, 1 1 4 (February 1933) .] 

72. Проведем из вершины В прямую, параллельную 
медиане AD и пересекающую продолжение стороны СА 
в точке Е. Обозначим через М середину медианы AD и 
Продолжим СМ до пересечения с ВЕ в точке Р. Очевидно, 
что А - середина СЕ, а F - середина ВЕ. Поэтому АВ 
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А Е  "1 ,,/ 1 
/ 1 / 1 ,," 1 дiA
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'� /1 // , / 1 1 
М , I , 

С D В 

и СЕ - медианы треугольника СВЕ, а значит, они делят 
друг друга в отношении 1 :  2. 

[А. Б а ч м е н, S. S. M., 50, 757 (ОесеmЬег 1950) .} 

73. Разложим данное выражение на множители р аз
ными способами:  

a l5 + 1 = (аЗ + 1) (a I2 - а9 + аб - аЗ + 1) = 
= (а + 1 ) (а2 - а +  1) (aI2 - а9 + аб - аЗ +  1) = 
= (а5 + l) (alO - а5 + 1 )  = 
= (а + 1) (а4 - аЗ + а'! - а + 1) (а 10 - а5 + 1). 

Проверка показывает, что а4 - аЗ + а2 - а + 1 не де
лится на а2 - а + 1 ,  следовательно, на последнее выра
жение должно делиться alO - а5 + 1. В самом деле, 

a lO - а5 + 1 = (alO - а9 + аВ) + (а9 
- а8 + а7) 

- � - � + � - � - � + � - � - � + � +  
+ (аЗ - а2 + а) + (а2 - а + 1). 

Следовательно, 

а'5 + 1 = (а + 1) (а4 - аЗ + а2 - а + 1) (а2 - а + 1) Х 

Х (аВ + а7 - а5 - а4 - аЗ + а + 1). 

[М. М., 27, 287 (Мау 1954) .] 
74. Если (N: 5) (N : 7) = N, то N (N - 35) = O, так что 

N = 35. Иначе говоря, если данное число умножить на  
себя, то результат получится в 35 раз  больше, чем в слу-
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чае, если мы умножим 1/5 этого числа на '/7 от него. По
этому искомое число равно 35. 

It 
В обuцем случае, если число равно П ( l /al этого ЧIl-

i=1 ( It )I/(k-IJ 
ела), то оно равно ;Ц а! • 

75. Рассмотрим правильный вписанный шестиуголь
ник, вершины которого делят соответствуюuцие стороны 
описанного шестиугольника пополам. Соединим центр ок
ружности с вершинами вписанного шестиугольника, а за
тем центры получившихея равносторонних треугольников 
соеДИНИМ с вер шинами этих треугольников. В результате 

мы получим 24 равных треугольника, составляюuцих 
в совокупности описанный шестиугольник. Восемнадцать 
И3 них расположены внутри вписанного шестиугольника. 
Следовательно, отношение плоuцадей вписанного и опи� 
санного шестиугольников равно 1 8 : 24 = 3 : 4. 

[М. М., 35, 70 (March 1 962) .] 

76. В обоих случаях шестой член может быть равен 
.'Iюбому · числу. Поэтому если нам удастся описать еди
ной формулой первые пять членов данной последователь
ности, то можно этой же формулой задать и остальные 
члены этой послеДовате.'IЬНОСТИ. Например, мы можем 
положить 

(а) О, 3, 26, 255, 3 1 24, • • • • (nn - 1) ;  
(Ь) 1 .  2, 12, 288, 34566' • • • • [(1 !) (2!) (3 !) • . •  (n!)]. 
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То, что первые пять Ч.'1енов каждой последовательности 
находятся по соответствующей формуле, легко показать 
простой проверкой. 

77. Если наложить друг на друга четыре таких листа 
так, чтобы с каждой стороны было по одному краю с тем
пературой 1 00 ОС, то средняя температура каждой из сто
рон окажется равной 25 ос *. Следовательно, те:\шера
тура в центре листа равна 25 0с. 

[л . М о з е р, М. М., 24, 273 (Мау 195 1 ) .] 

Обобщая этот прием, можно доказать, что еСЛII сто
роны правильного металлического n-угольника поддер
живаются при темпер атурах, равных соответственно ti 
градусам, i = 1, 2, 3, . . . , n, то температура в центре 

n 
этого многоугольника равна � I tl градусам. 

о=1 

78. Если 1/4 от 20 оказалась равной 6, то это значит. 
что мы действовали в системе счисления с основанием 
1 2. Следовательно, 1 /5 от 1 0  р авна 22/5, так как 
1 012 = 1 210. 

[М. М,. 3 1 ,  1 78 (January 1958) .] 

79. Поско.,ьку полные поверхности конгруэнтных тет
раэдров равны, конверт следует р азрезать на  два куска, 
площади которых БЫJ1И бы равны. Этого мы добье'IСЯ, 

проведя разрез через центр прямоуго.,ьника. Наметьте 
сначала отчетливые сгибы вдоль диагоналей конверта 11 
вдоль прямой, проходя щей через его центр перпендику
.'1ярно более длинным сторонам. Теперь разрез можно 
сделать одним из следующих четырех способов : вдоль 
одной из диагоналей; вдоль прямой, проходящей через 
центр перпендикулярно ДЛИIIНЫМ сторонам; через центр 
под некоторым углом так. чтобы р азрез пересек длинные 
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стороны ; через центр таким образом, чтобы разрез пере
сек короткие стороны. В любом из этих случаев СОГlIите 
кзждую полученную половинку вдоль диагоналей и вдоль 
прямой, проходя щей через центр перпендикулярно длин
НЫ М  сторонам, и соедините у каждой половинки края 
разреза между собой так, чтобы противоположные концы 
рззреза совместились. В реЗУ.'lbтате вы получите два кон
груэнтных тетраэдра .  

Единственное исключ�ние составляет случай квадрат
ного конверта. Здесь вместо тетраэдров вы получите, 
liроизведя все операции, два новых квадратных конверта. 

[А . М. М., 56, 4 1 0  (J une 1949) .] 

80. Пусть FR Y = х, а НАМ = у; тогда 
7 ( 1000х + у) = 6 ( 1 000у + х), 

6994х = 5993у, 
538х = 461у. 

Поскольку в последне:\1 равенстве числовые коэффи
Цllенты взаимно просты, мы получаем х = FR Y = 461 и 
У = НАМ = 538. 

8 1 .  Пусть х - ЧИсло коров в стаде, у - число овец, 
г - стоимость ягненка. Тогда х2 = lOy + г, где у - не
четное число, а z < 10. Но предпоследняя  цифра квад
рзта нечетна в том и только в том случае, если послед
няя цифра равна 6 1 . Таким образом, г = 6, и более сча
стливый сын должен заплатить своему брату 2 доллара. 

[И. К а п л а н с к и й, А. М. М., 51 , 166 (МагсЬ 1 944) .] 

82. Будем сдвигать отрезки ПОС.1едовательно. Пусть, 
например, отрезок CD не!'\одвижен, а отрезок А В  переме-

А' 

щается на новое место А/В'. Площадь треугольника Аве 

I С м .  задачу 70. - Прuм. ред. 
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равна площади треугольника А'В'С, поскольку у них 
равны основания, а высота одна и та же. Кроме того, 
расстояние от ТОЧIШ D до плоскости, в которой лежит 
треугольник А В С, не меняется при движении отрезка АВ 
по соответствующей прямой. Поскольку у тетраэдра не 
меняются площадь основания и высота, то остается неиз
менным и его объем. 

[Л. Б э н к о ф, Р. М. Е. !., 1 , 281 (November 1 952) .] 
83. Если  мы ограничимся первым периодом в десятич

ном р азложении числа 1/7, то получим О, 142857. Повто
рим этот период 7 раз и разделим полученное число на 7, 
причем остатка не будет *. В результате получится пер

вый период десятичного р азложения числа ( 1/7) 2. Так, 

0 , 142857 1 42857 1 42857 1 42857 142857 1 42857 1 42857 : 7 = 
= 0,020408 1 63265 306122 448979 591836 734693 877551 .  

{Д. К Д у н к а н, М. М., 25, 224 (March 1952) .] 
84. Если а + ь + с = О, то аЗ + ЬЗ + сЗ = 3аЬс *; 

поэтому 

(6х + 28) - (6х - 28) - 8 = 3 [(6х + 28) ("6х - 28) (8)]'\ 
48 = 6 (36х2 - 784),\ 

512 = 36х2 - 784, 

х2 = 36, 

х= + 6. 
{Ф. Е. Н е м м е р с, S. S. M., 4 1 ,  29 1 (March 194 1 ) .] 

85. Можно прокладывать путь, двигаясь «назад» от 
N. Если мы рассмотрим левую половину диаграммы, 
включая и центральный столбец, то при каждом шаге на
зад у нас есть выбор между двумя возможными направ' 
лениями, что дает нам 212 путей. Удвоив это число и вы
читая 1 (чтобы не сосчитать центральный столбец дваж
ды) , мы по.ТIучим 213 _ 1 = 8191  путь. 

{Дж . Ф. Л и т ч, А. М. М., 68, 296 (March 196 1 ) .] 
86. Введем в пространство декартову систему коорди

нат, и пусть А ( I , о, О) , В (О, 1 , О) , С (О, 0, 1 )  и P (x, y, Z) 
соответственно вершины нашего треугольника и точка 
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па окружности. Окружность, вписанная в этот треуroль .. 
пиК, представляет собой линию пересечения сферы х2 + 
i-f: у2 + Z2 = С1 И плоскости х + у ± Z = С2. 

у' 

Следовательно, 

Z 

С 

r--J--=�- X 

(РА)2 + (РВ)2 + (рС)2 = 
= (х - 1)2 + y2 + z2 + x2 +  (у - l)2 + z2 + x2 +  у2 + 

+ (z - 1 )2 = 3Сl - 2С2 + 3 = постоянной. 

[л. м о з е р, А. М. М., 56, 1 80 (March 1 949>. .) 

Это доказательство сохраняется и для произвольной 
окружности, концентрической с данной. 

87. Запишем наши числа в двоичной системе: 
2Х + 1 = 100 • • •  001 ,  2У - 1 = 1 1 1  • • •  1 1 1 . 

Попытаемся теперь разделить первое из них на вто
рое «уголком». 

1 00 • • • • . . . • • • • •  001 1 1 1  . . .  1 1 1  
1 1 1  • . •  1 1 1  1-:------1 • • • •  

100 . • .  001 
,. ,. ,. . ,. . .  ,. . .  

Числа разделятся нацело в том и только в том случае, 
если последний остаток будет состоять из стольких же 
единиц, сколько их содержится в делителе. Но каждый 
остаток записывается с помощью всего лишь двух единиц 
На концах, между которыми стоит серия нулей. Делитель 
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же, по предположению, СОJ1ержит больше двух еДИНIIЦ. 
СледоватеJ1ЬНО, первое нз наших чисел не делится на 
второе. 

{д. К . Д у н к а н, S . S . М., 36, 32 1 (March 1 936) .] 
88. Поскольку разность двух членов, стоящих в .71евоЙ 

части уравнения, равна нечеТIIОМУ числу 4 1 ,  то один 113 
этих членов должен быть нечетным, а другой четным 
числом. Так как 104у Четно, то 1 87х нечетно, а значит, 
нечетеll Х. Следовательно, пара х = 3 1 4, У = 565 не удов
летворяет нашему уравнению. 

{д. В у д с, S. S. М., 64, 242 (March 1 964) .] 
89. Теорема, обратная известной теореме Чевы *, Гла

сит:  если три точки, взятые на сторонах треугольника , 
делят эти стороны на шесть таких отрезков, что произве
дение трех из них. не имеющих общих концов, равно 

С 

А '""------'-:-----=В 

произведению трех оставшихся отрезков, то прямые, сое
диняющие данные три точки с противолежащими вер
шинами треугольника, пересекаются в одной точке. 

Поско.71Ьку медианы делят стороны треугольника по
полам, (АВ') (СА') (ВС') = (В'С) (А'В) (С'А) , они пере
секаются в одной точке. 

[М. М., 24, 1 1 4 (November 1950) .] 
Более того, из теоремы Че.вJ>l следует, что 

са СВ' СА' 
ас' = 

В' А 
+ 

А'В = 1 + 1 .  

поэтому СС = 2СС' и СС = 2/зСС'. Следовательно, м е
дианы пересекаются в точке, расположенной на раССТОII
нии, равном 2/з длины каждой медианы от соответствую
щей вершины треугольника. 
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90. ЕС.1 И  основание системы СЧИСJJения равно 8, а 
8 > 1 ,  то число 1 1  1 1 1  можно записать в виде 84 + 83 + 
+ 82 + В + 1 .  Далее, 

(B� + � у < 84 + 83 + В2 + 8 + 1 < (82 + � + 1 У , 

11 еСЛ И среДНIIЙ член точный квадрат, то должно В Ы ПО!I
вяться равенство 1 

откуда 

( 82 + � + � у = 84 + 83 + 8! + В + 1 , 

82 8 3 - - - - - = 0 4 2 4 ' 

(8 - 3) (В + 1 )  = о, 

1 1  для В = 3 мы получим 1 1 I I 1  = ( 1 02 )2. 
{В. Т е б о л т, А. М. М., 1 5, 1 49 (ОесеmЬсг 1940) .] 

91 .  Если бы такой многоугольник существовал, то 
описанная вокруг него окружность пересекла бы эллипс 
более чем в четырех точках - вершинах многоугольника, 
а это невозможно. 

[М. С. К л  а м к 11 н, М. М., 34, 58 (September 1 960) .] 
92. Поско.'Iьку 

s = 0, 1 + 0,02 + 0,003 + 0,0004 + 
о, IS = 0,0 1 + 0,002 + 0,0003 + 

O,9S = 0, 1  + 0,01 + 0,00 1 + 0,000 1 + 
0, 1 1 

= 1 - 0,1 = 9 ' 

.. . .  , 

.. .. . , 

значит, S = 1°/81 = 0, 123456790 123456790 . . .  - это деся
тичная периодическая дробь, не содержащая цифры 8_ 

{Н. А н н и н г, М. М., 29, 1 73 (January 1 956) .] 
93. ЕСЛll бы требовалось огоролить ПРЯМОУГОЛ ЬНЫII за· 

гон площадью 1 0,89 га на открытой местности, то пери-

1 СМ_ решение задач 130 и 262. - Прuм. ред. 
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метр был бы минимален у квадратного загона. Длина 
стороны у такого загона равнялась бы ( 1 0,89 · 104) '1. = 

.. - - - - - - - - - - - - -,  
I I 
I I 
I I 
I I 

':= 330 м. Теперь мы можем считать, что утес делит попо
лам такой загон и, разумеется, служит бесплатным забо
ром. Следовательно, наш загон минимальной стоимости 
должен иметь размеры 330 Х 165 м. 

94. Сложив все пять уравнений и разделив результат 
на 4, получим 

х + у + z + u + v = 3. 
Теперь остается ТОЛЬКО вычесть из этого уравнения по 
очереди каждое исходное уравнение, чтобы получить ис
комое решение v = -2, х = 2, у = 1 ,  z = 3, u = - 1 .  

95. Теорема состоит в том, что (n - 5) (n - 1 7) (n 
� 257) =F О. 

[Л. М о з е р, М. М., 25, 49 (September 1 95 1 ) .] 
96. Поскольку Е - точка пересечения двух из биссект

рис треугольника BCD, то отрезок DE - третья биссект-
А 

\ 

8 """"':...-------� c 

риса. 

[К. Ф. П и н с к а, М. М., 34, 1 82 (January 1 96 1 ) .] 
97. Да, можно. Каждый член искомой последователь

ности 1 1235831 • • •  удается получить. сложив предыду" 
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Ш,ие два члена и взяв цифру этой суммы, стоящую в раз
ряде единиц. 

В данной последовательности чередуются два нечет
[ [ыx и один четный члены. Всего существует 5 · 5  = 25 
упорядоченных пар, составленных из нечетных liИфР. 
Поэтому после не бо.1Jее чем З· 25 = 75 последовательных 
сложений одна I1З этих нечетных пар повторится и нач
нется новый цикл. Причем, поскольку сумма (или раз
[!Ость) двух цифр единственна, эта повторившаяся пара 
должна совпадать с первой нечетной парой (с  которой 
начинается последовательность) , а не с какой-либо из 
«внутренних» нечетных пар. И в самом деле, оказывается 
достаточно произвести всего 60 сложений и начнется но
вЫЙ цикл из 60 цифр: 1 1 2 3 5 8  3 1 4 5 9 4 3 7 О 7 7 4 1 5 6 
1 7 8 5 3 8 1 9  О 9 9 8 7 5 2 7 9 6 5 1 6 7 3 0 3 3 6 9 5 4 9 3 2 
5 7 2 9 1 0* 1 1 . . . . 

Аналогичные рассуждения окажутся справедливыми 
в любой системе счисления, а также не только для после
довательности Фибоначчи, но и для любой последова
тельности, удовлетворяющей рекуррентному соотноше-
[[ию 

An+k = Аn + А.н[ + . . .  + An+k-[o 

98. Поско.'lbку коэффициент при х2 в исходном урав
нении равен О, отсюда следует, что а + Ь + с = О. Зна
чит, Ь + с = -а, с + а = -Ь и а + Ь = -с. Другими 
словами, нам нужно найти уравнение, корнями которого 

1 1 1 
служат - а '  - ь и - с - величины, обратные кор-

ням исходного уравнения, взятым с противоположным 
знаком. Поэтому мы должны просто записать коэффи
циенты исходного уравнения в обратном порядке и у тех 
из них, которые стоят при четных степенях х, изменить 
знак. В результате получится искомое уравнение 

гхЗ - qx2 - 1 = О. 

[А. У э и н, S. S. M., 48, 492 (June 1 948) .] 
99. Ни одна из цифр, стоящих в разряде единиц у со

множителей, не может равняться нулю. 4 · 6 · 8  = 1 92, а 
2 · 4 · 6 = 48. (87) 1/, = 4,4 . . .  , а (88) 1/. = 4,4 . . . .  Следова
тельно, произведение 442 · 444 · 446 = 875266gS. 

[М. М., 37, 360 (November 1964) .] 
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100. Диаме-гры /п и IE соответственно параллельны 
сторонам АВ и Ве правильного десятиугольника и сто
ронам le и Ап звездчатого десятиугольника. Следова-

1 t---------=�--.:::.t 

G F 

тельно, Авем и IMDO- ромбы; поэтому Ап - ве = 
= Ап - АМ = мп = 10, радиусу данного круга. 

1 0 1 *. Пока еще не было совершено ни одного руко
пожатия, число людей, пожавших нечетное число PYI<, 
равнялось нулю. После первого рукопожатия появилось 
два «нечетных» человека (то есть два человека, каждыil 
из которых пожал нечетное число рук) . Далее каждое 
рукопожатие совершалось либо между двумя «четными», 
либо между двумя «нечеПIЫМИ» людьми, либо, наконеп, 
между одним «четным» И одним «нечетным» человеком. 
Если рукопожатиями обмениваются два «четных» чело
века, то число «нечетных» .rIюдеЙ увеличивается на два. 
Если рукопожатиями обмениваются два «нечетных» че
ловека, то число «нечетных» людей уменьшается на два. 
Если, наконеп, рукопожатиями tlOбмениваются «четный» 
человек С «нечетным», то В результате «четный» человек 
становится «неч-етным», а «нечетный» - «четным», И об
шее количество «нечетных» людей остается неизменным. 
Таким образом, мы видим, что в любом случае четность 
числа «нечетных» людей не меняется при каждом оче
редном рукопожатии, а поскольку после самого первого 
рукопожатия это число было четным, то оно и останется 
таковым после того, как все рукопожатия будут закон
чены. 

[Дж. К. Ш е н Ф е л  ь д  в книге М. G а г d n е г, 2nd 
Scientific American Book of Mathematical Puzzles and 
Diversions, N. У., 1 961 .  60.] 
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102. Нас IIнтересует только порядок вынутых карт. 
Всего существует 5! перестановок из пяти ЧJlсел ;  поэтому 
пCl\Омая вероятность равна  1 /120. 

[Дж. Р. 3 и г л  е р, М. М., 23, 278 (Мау 1 950) .) 
1 03. Сторона треУГОЛЬН lша является диаметра\! ок

рУЖ IЮСТИ, проведенной через основаНI IЯ  высот, опущен
l i I,!X на две другие стороны этого треугольника. ОтрезOl\, 
соединя ющий эти два основания, представляет собой 
хорду да нной окруЖlcIости. Поэтому перпендИl\УЛЯр, вос
став.'JенныЙ из середины нашего отрезка, проilдет через 

центр окружности, то есть через середину третьей сто
роны исходного треугольника. 

[А. Б а ч м е н, s. s. М., 47, 490 (Мау 1 947) .] 
104. Пусть f (x) = х2 - х + а, g(x) = хlЗ + Х + 90. 

Тогда f (O}  = а, f ( l )  = а, g (O) = 90, g ( 1 ) = 92. Поэтому 
l Iаибольший общий делитель 90 11 92, ТО есть 2, до.rIжен 
лелиться на а. Далее, f (- I )  = а + 2, g (- 1 )  = 88; по
этому а не равно ни 1 ,  ни -2; f (-2) = а + 6,  g (-2) = 
= -81 04, поэтому а * Iд...,1 .  СледоватеЛL>НО, 

а = 2* 
и 

XI 3 + X + 9;) = х2 - Х + 2 

= xJ J  + xlO - х9 - 3\:8 - х7 + 5хб + 7х5 -
- 3x4 - 1 7x3 - l lx� + 23x + 45. 
[л. Е. Б а щ А .  М. М., 71 , 640 (June 1 964) .] 

1 05. Средняя стоимость одной fO.!lOBbI скота р авна 
доллару. Стоимость каждого теленка от.rшчается от 

средней на +9 долларов, каждого ягнеш{а - на +2 11 
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каждого поросенка - на -1/2 доллара. Поэтому вмеСте 
С каждым теленком фермер должен купить 1 8  поросят, 
а вместе С каждым ягненком - 4 поросенка. Следова
тельно, - поскольку 5 ( 1  + 18) + ( 1  + 4) = 100 - он дoд� 
жен купить 5 телят, ] ягненка и 94 поросят *. 

[Б. Е. М и т ч е л, М. М., 26, 1 53 (January 1953) .] 
106. 1000027 = ( 100) 3 + (3) 3 = ( 100 + 3) . ( 10000 -

- 300 + 9) = 103 · 9709 = 103 · 7 · 1 387 = 1 03 . 7 · ( 1460 -
- 73) = 103 · 7 · 73 · 19. 

1 07. Если SBEH = 3, то положим SCED = 3 + 4а; тогда 
SEHD = 3 + 8а*. Опустим на AD перпендикуляр EF, пе
ресекающий HD в точке О. Через точку G проведем АК. 

а также проведем отрезок АЕ, пересекающий Н D в точке 
J. Теперь прямоугольник ABCD разбит на 1 0  прямо
угольных треугольников. Из соображений симметрии 
следует, что SEGK = SAGF = SBEH = 3. SCED = SEFD, 
поэтому SGKD = SGFD = 2а. Следовательно, площадь 
каждого из четырех треугольников, составляющих ромб 
АНЕО, равна 3а. 

_ Из двух пар подобных треугольников получаем 

откуда 

1 18 

SCE.D (DE)2 S JE.D 
SBEH 

= 
(ЕН)2 

= SJEH ' 

3 + 4а 
3 

4а2 - 2а - 3 = 0. 
4а = 1 + 'У'13. 



Следовательно, площадь наибольшего т�еугольника EHD 
равна 8а + 3 = 5 + 2 -У13 � 12,2 1 1 1  см' . 
[Р. Р. Р о у, Civil Engineering - ASCE, 1 8, 70 (Feb

ruary 1948) .] 
1 08. Если n (n + 2) (n + 4) (n + 6) = m2, то (n2 +' 

q. 6n + 4) 2 = m2 + 1 6. Однако среди квадратов только О 'и 9 имеют вид а2 - 1 6; а поскольку m2 нечетно, искомый 
квадрат равен 9 = (-3) (-1 ) ( 1 ) (3) . 

[Д. Л .  с и л в е р м Э н, М. М., 38, 60 (January 1965) .] 
109. Среднее арифметическое множество чисел, не все 

из которых р авны между собой, больше их среднего гео
метрического; поэтому 

n = � = I + 3 + 5 + 7 + . . .  + (2n - 1 )  
> n n 

> [ 1  • 3 . 5 . 7 . . .  (2n _ I )] I/n . 

Следовательно, nn > 1 · 3 · 5 · 7 · . . .  (2n - 1 ) .  
{Ф. Е. Н е м  м е р е, S. S. M., 40, 586 (June 1 940) .] 

1 10. Спроецируем стороны произвольного многоуголь .. 
ника на прямую, лежащую в плоскости этого многоуголь
lIика.  Тогда сумма таких проекций, взятых с соответст
JЗующим знаком, равна нулю. Возьмем теперь правиль· 

• I 
I 
I 
I 
I 
: so  о 

- - -,-.L-
IIЫЙ пятиугольник с единичной стороной и обратим вни" 
мание на то, что его внешний угол равен 720. Члены же 
нашей суммы представляют собой проекции сторон этого 
пятиугольника на прямую, которая составляет с одной 
из таких сторон угол в 50. Следовательно, 

cos 50 + cos 770 + cos 1 490 + cos 221 о + cos 2930 = О. 
[М. С. К л  а м к и н, М. М., 28, 293 (Мау 1955) .] 
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1 1 1 . В тождество 
xl 2 - 1 х'О - х8 + хб - х4 + х2 - 1 = --=--,.... х 2 + 1 

ПОDставим х = 2: 
210 - 28 + 26 - 24 + 22 _ 1 = 21 2 _ 1 

22 + 1 -
4096 - 1 

= 8 1 9 = 9 (9 1 ). 
[М. М., 26, 287 (Мау 1953) .] 

1 1 2. Треугольные числа имеют вид n (n:: 1 )  , так что 
является треугольным числом в любой системе счис

ления. далее будем рассуждать по индукции. Легко за
метить, что каждый член исходной последовательности 
можно получить, умножив предыдущий член на основа
ние данной системы счисления и прибавив затем 1 .  Если 
мы будем действовать в девятеричной системе счислеНIIЯ 
и некоторый член нашей последовательности равен тре-

п (n + 1 )  u угольному числу 2 , ТО следующии член будет 

9 n (n + 1 )  + 1 = (3n + \ ) (3n + 2) 
2 2 ' 

то есть также есть треугольное число. 
[э. А. М е р и л л, А .  М. М., 39, 1 79 (March 1 932) .] 

n (n + 1 )  Вообще если м ы  к числу 2 ' записанному в си-
стеме с основанием (2k + 1 ) 2, припишем справа ЧИС.'lО 
k (k + 1 ) u 

. 

2 , записанное в тои же системе, то получим 
«2k + I ) n  + k] [(2k + I ) n  + k + 1] 

2 
1 1 3. Если мы проведем плоскость через середины трех 

ребер тетраэлра,  выходящих из одной вершины, то она 
отсечет малснышй тетраэдр, объем которого составляет 
1/23 объема болыпогс тетраэдра (поскольку их ребра от
носятся как 1 : 2 ) .  Объем четырех таких маленьких тет
раэдров равен ноловине объема большого тетраэдра .  

Если мы проведем еще три аналогичные плоскости, 
то в результате получим многогранник, 8 граней кото
рого представляют собой равносторонние треугольники, 
причем четыре таких треугольника лежат на гранях боль-
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IlЮГО тетраэдра, а четыре остальных лежат в секущих 
плоскостях. Таким образом, мы получили правильный 
октаэдр, ребро которого р авно ребру маленького тет
раэдра, или, что то же самое, половине ребра большого 
тетраэдра.  

Отсюда следует, что объем маленького тетраэдра ра
вен 1/4 объема получившегося октаэдра.  Кроме того, 113 
ПРlIведенной конструкции становится очевидным, что 

двугранные углы правилыIгоo тетраэдра и правильного 
октаэдра дополняют друг друга до 180°. 

1 14. Куб с помощью непрерывной деформации можно 
превратить в пар аллелепипед, у которого все ребра по
прежнему были бы равны , а все плоские углы при одной 
из вершин равнялись бы 60°. Возьмем три ребра, выхо
дящие из этой вершины, и соединим отрезками их концы; 
то же самое проделаем и у П РОТИВОПОJ1ОЖНОЙ вершины. 
В результате наш паралле,;lепипед разобьется на дна 
правильных тетраэдра и один октаэдр. Заполним теперь 
пространство кристаллической структурой, ячейки кото
рой имеют форму куба. Непрерывной деформацией* ее 
можно перевести в структуру с ячейкам", имеющими 
форму параллелепипеда, о котором говорилось выше. 
Разбив каждый параллелепипед на два тетраэдра и один 
октаэдр, мы и получим искомую кристаллическую струк-

туру; причем область пространства, которую раньше за
полняли n параллелепипедов, теперь заполнится 2n тет
раэдрами и n октаэдрами. 
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Мы можем демствовать и по-другому*. Заполним про. 
странство кристаллическом структурой, ячейки которой 
имеют форму правильных тетраэдров. Поступим теперь 
с каждым из этих тетраэдров таК же, как и в предыду. 
щем задаче, р азбив его на  четыре меньших тетраэдра и 
один октаэдр. В результате мы снова получим искомую 
кристаллическую структуру, состоящую из правильных 
тетраэдров и октаэдров. 

1 15. Сумма цифр числителя равна 30, так что он де
лится на  3. Разность сумм чередующихся цифр знаме· 
нателя равна 32 - 21  = 1 1 ; следовательно, зна менатель 
деЛIIТСЯ на 1 1 . В ыделив эти множители, получаем 

1 16 690 151 38 896 717 · 3  3 
427 863 887 = з8 896 717 · 1 1 = тг . 

1 1 6. Допустим, что максимум, которым, очевидно, су
ществует*, достигается при двух неравных углах А и В. 
Тогда сумма синусов р авна 

siп А + siп В + sin [ 1800 - (А + В)] = 
= 2 sin ( А t в ) cos ( А -; В ) + sin (А + В). 

Но это выражение, очевидно, меньше того, которое полу-
А + В чится, если мы эти два угла возьмем р авными --2- ' 

а именно 2 sin А t в cos 00 + sin (А + В). Следовательно, 

максимум достигается, когда все углы р авны, а его зна-

3 . 600 з -Vз чение совпадает с S1П = -2- . 

[Д. н и к с о н и Д ж. В а х а б, А. М. М., 71 ,  9 1 6  (October 
1 964) .] 

.1 1 7. Паром А отчаливает от берега, проплывает 700 м 
и встречает паром В. К этому моменту они проходят сум
марное расстояние, р авное ширине реки. А доплывает до 

I I 700 I 
400 : 

А 

I 
' 8  I 

I 
1700 
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противоположного берега, поворачивает обратно п, 
пройдя после поворота еще 400 м, вновь встречает В. 
К этому моменту они проходят суммарное р асстояние, 

равное утроенной ширине реки. Поскольку их скорости 
постоянны, то А всего прошел расстояние 3 Х 700 =. 
= 2 1 00 м. Ширина реки меньше расстояния, пройденного 
А, на 400 м, то есть равна 1 700 м. 

[У. К. Р у ф  у с, А. М. М., 47, 1 1 1  (February 1 940) .] 
1 18. Всего существует 6 :  2 = 3 различные пары, ме

жду которыми должен посидеть Альберт; поэтому uикл 
состоит из трех обедов. Обозначим каждого члена семьи 
начальной буквой его имени, рассадим всю семью сна .. 
чала по порядку и, разорвав круг слева около Альберта, 
выпишем все иниuиалы в строку. Затем возьмем все ини
uиалы, стоящие на четнЫХ местах, и поставим их, сохра
няя порядок, на самые правые места, а слева от них 
(также с сохранением порядка) расположим иниuиалы, 
стоявшие ранее на нечетных местах. Повторим таI<УЮ 
операuию дважды. Если м ы  проделаем ее в третий раз, 
то вернемся к первоначальному р асположению. TaKIIM 
образом, мы получим 

А Б I\ Д Е Ф Г  
А I\ Е Г Б Д Ф  

А Е Б Ф I\ Г Д 
А Б К Д Е Ф Г 

Изучим далее пары, между которыми находится каждый 
член семьи во время очередного обеда, и обнаружим при 
этом неожиданно ДJIЯ себя, что мы получили решение 
задаЧIl *: 
А - БГ Б - АI\ К - БД Д - I\Е Е - ДФ Ф - ЕГ Г - ФА 

I\Ф ГД АЕ БФ I\Г ДА ЕБ 

ЕД ЕФ ФГ ГА АБ БК КД 
lvlbl видим, что в течеНIIе данного uикла не только каж ... 
дому члену семьи удается посидеть ровно по одному разу 
рядом со всеми остальным", но и ни одна из пар, между 
которыми он сидит во время всех трех обедов, не повто· 
ряется у других членов семьи. Впрочем, последнее об· 
стоятеЛЬСТDО не так УДIlвительно, поскольку всего у нас 
2 1  пара, а 2 1  '{ак раз 11 равно числу сочетаний ci. 

123 



1 1 9. Объединим в пары числа а и ( l On - l - а) , 
а � О. Сумма цифр каЖДОlf такой пары равна 9n, а всего 
таких пар 1 0n/2. Следовательно, искомая сумма  равна 
9n ( l O"j2) . 

[Л. М о з е р, М. М.,  26, 225 (Marcll 1953) .] 
120. Используя данные относительно покупок первых 

двух водите.rJеЙ, можно составить два уравнения: 
4s + c + l0d = 169. 
3s + c + 7d =  126, 

где s, с If d обозначают соответственно стоимость в цен
тах одного сандвича, одной чаШКII lюфе и одного пон
ЧlIка ' .  Умножим первое уравнение на 2, а второе - на 3, 
при этом получим 

8s + 2с + 20d = 338, 
9s + 3с + 21d = 378. 

Вычтем 113 последнего уравнения предпоследнее: 

s +  с + d = 40. 
ТаКIIМ образом, третий водитель заплатил 40 центов. 

[S. S. М., 66, 56 1 рипе 1966) .] 
1 2 1 .  Продолжим стороны угла А ;  при этом квадрат 

MNPQ р азобьется на четыре конгруэнтных четырехуго.'JЬ-

(} М 

- - -

р 

D 

в 

ника. С.rJедовательно, площадь общей части равна 1/4 пло· 
щаДIl квадрата MNPQ. Результат не зависит от того от
ношения, в котором АВ делит MN. Он не зависит также 

I Sand\vich, сир, dоugllПut (англ.) - саНДВIJЧ, чашка, ПОНЧIIК 
соответственно. 
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JI от размеров квадрата; нужно только, чтобы AB �
� MP/2. 

1 22. Подставив х = у/ 1 2 в исходное уравнение, ПО.1У
чИМ 

(у - 1) (у - 2) (у - 3) (у - 4) = 120 = 2 . 3 . 4 . 5. 
Любой целый  корень этого уравнения превратит его ле
вую часть в произведение четырех последовательных це
.%IX чисел. у = -1 и У = 6 - два таких корня. 

Воспользуемся теперь известными соотношениями 
между корнями уравнения и его коэффициентами*: 

(- 1 ) (6) rlr2 = - 1 20 + (- 1 } {-2} (-3) (-4), 
откуда 

r1r2 =  16; 

- (- 1 + 6 + ГI + Г2) = - 1 - 2 - 3 - 4, 
откуда 

ГI + Г2 = 5. 
Таким образом, ГI и Г2 совпадают с корнями  уравнения 
y2 - 5у + 1 6 = О, то есть равны (5 + i .y39) /2. 

Итак, четыре корня исходного rравнения равны соот
ветственно -1/12, 1 /2 и (5 ± i .у39) / 24. 

1 23. Нам нужно найти трехзначное и однозначное 
числа, произведение которых представляет собой четы
рехзначное число, причем разрешается пользоваться 
только цифрами 2, 3, 5 или 7. Существует всего четыре 
возможных варианта : 3 · 775 = 2325, 5 · 555 = 2775, 
5 · 755 = 3775 и 7 · 325 = 2275. 

Поскольку в этих четырех произведениях ни одно из 
трехзначных чисел не встречается дважды, мы заклю
чаем, что искомое двузначное число состоит из одинако
Вых цифр. Таким образом, единственное решение имее1 
ВИД 

775 
33 

2 325 
2 325 
25 575 

[У. Е. Б а к е  р, А. М. М., 43, 499 (October 1936).) 
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1 24. Поместим в какую-нибудь точку число Ь, а в точ. 
ку, расположенную на противоположном конце соответ. 
ствующего диаметра, - «дополнительное» число, равное 
n (n - l )  + 1 - Ь. Продолжим этот процесс до тех Пор 
пока не исчерпаем всех чисел (и  точек}. Поскольку 

4 
/ 9  

12 

на каждом большом круге находится n - 1 пара точек 
пересечения, общая сумма всех чисел на нем равна 
[n (n - О + l ] (n - l ) .  

[л.  М о з е р, М. М., 25, 1 1 4 (November 195 1 ) .] 
1 25. Если первоначальное число участников увеЛИЧII

вается на 50 % ,  то на долю каждого приходится всего по 
2/з прежнего индивидуального взноса. Таким образом, 
1 00 долларов составляют 1/з исходного взноса и каждыЙ 
член клуба заплатил по 300 долларов. 

[М. М., 32, 229 (March 1 959) .] 

1 26. Для того чтобы условие задачи было выполненО 
при у = 3, при некоторых n и k должны иметь место ра-
венства 2C� = c�+l И зс� = c�+2. После упрощения по

лучаем n = 3k + 2  и 3 (k + l ) (k + 2) = (n - k) (n -
- k - 1 ) .  Решив данную систему уравнений и отбросиВ 
отрицательное решение, получим k = 4, n = 1 4. 

Таким образом, степень соответствующего бинома 
равна 14, а пятый, шестой и седьмой коэффиuиенты1 
равны соответственно 100 1 ,  2002, 3003. Поскольку длЯ 
у = 3 решение единственно, при у > 3 решений нет. 
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127. Произведение n последовательных целых чисел 
делится на n. Бо.']е� того, произведение четырех последо
вательных целых чисел делится на 23. Далее, 
N = х9 

- 6х7 + 9xS - 4х3 = 

= [(x - 2j (x - I) x] [(x - I ) x (x +  l )] [x (x + I) (x +  2)] = 
= [(x - 2) (x - I ) x (x + l ) (x + 2)] [(x - l) x] [x (x + 1 )] = 

= [(x - 2) (x - l ) x (x +  l)] [(x - l ) x (x +  l) (x + 2)] x. 
Величина, стоящая в каждой квадратной скобке первого 
разложения, делится на 3; значит, N делится на 33. Из 
второго разложения видно, что N делится на 5. Каждая 
квадратная скобка третьего разложения делится на 23; 
следовательно, N делится на 26. Таким образом, при лlO
бом иелом х величина N делится на 26 · 33 · 5  = 8640. 

1 28. Если сторона данного квадрата равна 2, то ПJю

щадь всего пятиугольника равна 5; поэтому катет нового 
равнобедренного прямоугольного треугольника должен 
равняться .y10. Но именно такова длина каждой из двух 
больших диагоналей нашего пятиугольника. Таким обра
зом, если мы разрежем пятиугольник вдоль одной из 

этих диагоналей, то две стороны разреза можно исполь
Зовать в качестве катетов нового прямоугольного треу
Гольника. Далее заметим, что вершины неразрезанных 
Углов пятиуголышка окажутся внутри нового треуголь
Ника, а стороны, выходящие из этих вершин, в нем по
Парно совпадут. Отсюда мы делаем вывод, что новый 
разрез должен начинаться из о'Jюбого конца большой диа-
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,о н a.rн'I и делить пополам сторону ПЯТIlУГОЛЬНlIка, lIe 
lI'\iеющую общих точек с этой диагональю. В результаТе 
мы получаем два различных решения, не считая зерка.'IЬ
ных отражений. 

Обратим внимаНllе еще на одну любопытную дета.'Ib, 
Ес:I И мы разрежем наш ПЯТIlУГОЛЬНИК любым из двух 
указанных способов 11, не сдвигая с места, закр епим их 
шарнирно в любых двух (из трех) концах проведенных 
разрезов, то мы сможем затем сложить нужный Tpeyro.lfbo 
lllII<, просто поворачивая части вокруг этих шарниров. 

[У. Ф. Ч и н и.] 

1 29*. Пусть N = 31/, · 3'1 • .  3'/" . . .  =3'/ . +'/.+'/" + . . . + n/Зn + . . . = 
=, 3·И •  Тогда 

м 1 2 3 n - 1 Т = ЗТ + зз + 3' + . . .  + -----зn- + 
ПО'Jтому 

f 
с.1е;lOвательно, N = 3'/· = -v 27. 

3- 1 = --1 = "2 ' 
1 - -

3 

[Д ж. Ф. А р е н а, S. S. M., 46, 678 (October 1946) .] 
130. Имеем (n2 + n)2 = n4 + 2nЗ + n2 < n4 + 2nЗ + 

+ 211.2 + n + 1 < n" + 2nЗ + 3n2 + 2n + 1 = (n2 + n + 
+ 1 ) 2. Следовательно, наше число заключено CTpOl O 
между двумя послеДОl3ательными квадратами. 

1 3 1 .  Полученные хорды касаются некоторой окружно
сти, J{онцентрической с данной.  Если бы через какую-то 



точку проходило больше двух таКIIХ хорд, то мы полу
ЧIIЛИ бы, что из внешней точки проведено боnее двух ка
сательных к кругу, а это невозможно. 

[Б. У. А .lJ ь ф р е д, М. М., 35, 193 (Мау 1962) .] 
132. Если мы поменяем местами две соседние строки 

определителя, то он изменит знак. Если мы переставим 
всеми возможными способами строки некоторого опре
делителя третьего порядка, то получим три положитель
ных и три отрицательных определителя,  р авных между 
собой по абсолютной величине. Следовательно, наши 91 
определителей распадаются на 9!/6 групп, причем сумма 
Dпределителей внутри каждой такой группы равна нулю. 

[М. М., 36, 77 (Jапuагу 1 963) .] 
133. Если две кривые второго порядка имеIqТ более 

2 · 2  = 4 общих точек, то их уравнения должны быть вы
рожденными и иметь общий делитель. два данных урав .. 
llеНIIЯ можно записать в виде 

(х + 2у - З) (2х - у) = О, 
(х + 2у - 3) (З.t + у + 2) = О. 

Следовательно, все точки прямой х + 2у - 3 = О принад
лежат двум наШIIМ кривым. Например, мы можем взять 
следующие шесть точеI<, удовлетворяющих условию за
дачи : (- 1 , 2) . ( 1 , 1 ) ,  (О, зы ,  (3, О) ,  (4, - 112) , (5, - 1 ) . 

1 34. Число красных карт в верхней половине колоды 
обязательно совпадает с числом черных I<apT в ее ниж
lIей половине. Значит исходная посылка всегда .1J0жна, а 
тогда согласно законам .IJОГИКИ из нее следует любое ут
верждение. 

[л. М о з е р, М. М., 26, 1 67 (January 1 953) .] 
[«Если 2 Х 2 = 5, то существуют ведьмы» - математиче
ский фольклор. - Ред.] 

1 35. Через точку D параллельно ВС проведем пря
мую, пересекающую НЕ, НР, АС и АВ соответственно 
в точках Р, Q, R, S. Тогда 

DP ВН DS ве DR ен 
DR = ве ' DQ = ен и DS = вн . 

Перемножив эти три равенства, мы получим, что 
DP = DQ. Таким образом, в треугольнике HPQ высота 

5 Заl[, 753 129 



делит основание PQ на две равные части, слеДОва
телыю, треугольник HPQ - равнобедренный, НА - бис. 

8 

А 

сектриса угла РНЕ, а углы АНЕ и АНР равны между со· 
бой. 

[Н. А. К у р т, М. М., 37, 338 (November 1964) .] 
136. Сложив второе и третье уравнения данной си-

стемы, получим х + у + k (х + у) = 5. 
Учитывая первое уравнение, находим отсюда искомое 
значение k = 4. Для этого k имеем х = 1/з, У = 2/з. 

137. Положим х + у = а2, х- у = а, откуда х= 
a (a + 1 ) a (a - l ) -

2 и У = 2 • Поскольку при любом цело]\{ 
Q в числителе каждой из данных дробей стоит произведе· 
ние четного и нечетного чисел, определенные таким об· 
разом х и у представляют собой целые числа и у до влет· 
воряют исходному уравнению. 

[л. Е. Б а ш, А.  М. М., 61 , 548 (October 1 954) .] 
х и у представляют собой два последовательных треу· 

гольных числа.  
1 38. Выберем на сторонах АВ, ВС и СА данного треу .. 

гольника АВС соответственно точКи D, Е и F так, чтобы 
AD : АВ = СЕ : СВ = АР : РС = 1 :  5. Возьмем затем на 
стороне А С  точку G так, чтобы А О  = 2АР, и отметим на 
DE середину Н. Теперь надо разрезать треугольник по 
линиям DE, DF и ОН. Одним из  двух искомых треуголь
ников будет треугольник BDE. Три остальных куска 
можно передвинуть в данной плоскости так, чтобы ОIlИ 
образовали второй треугольник, подобный данному. 

[А. Б а ч м е н. А . М. М  .• 58, 1 12 (February 1 95 1 ) .] 
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На самом деле можно было бы шарнир но закрепить 
три меньших куска в точках F и Н, а затем получить 

в 
D 

8C FE н. D 

G - С 

второй треуI:олыlк,' просто поворачивая эти куски ВО1(
руг шарниров . 

139. Обозначим через f правилыlюю дробь, в десятич
ном периодическом разложении которой один период 
совпадает как раз с исходным ЧИС.'10М 1 5  . . . . в СИ.'1У ус-
ловий данной задачи 5f = О, • . .  15 . .  , 1 5  . . . , а 1 00f = 
= 1 5, . . .  1 5  . . .  1 5  . . . , откуда 95f = 1 5  и f = 3/19. Раз
лагая 3/1 9 в десятичную дробь, мы обнаружим, что ее 
период состоит нз  1 8  цифр: 1 578947368421 05263. Это и 
есть искомое ЧИСло. Оно единственно, если мы рассмат
риваем не более чем 30-значные числа.  Ес.'1И же мы из
меним это ограничение и рассмотрим, например, числа, 
которые записываются с помощью не более чем 50 цифр, 
то найдется еще одно решение задачи - 36,значное чис
ло, совпадающее с двумя периодами дроби f. 

[Х. Т. Р. А у д е ,  А.  М. М., 4 1 ,  268 (Apri1 1 934) .] 

1 40. Если плоский угол при одной из вершин тет
раэдра прямой или тупой, то сумма всех плоских углов 
при этой вершине больше 1t радиан*. Если бы по край
ней мере один из углов при каждой вершине тетраэдра 
был прямым И.'1И тупым, то сумма всех П.'10СКИХ уг.'1ов 
тетраэдра превышала бы 431:. Но это невозможно, по
скольку у четырех треугольных граней сумма всех углов 
в точности равна 431:. Следовательно, у тетраэдра есть по 
крайней мере одна вершина, все П.'10ские углы при I(ОТО
рой острые. 

(Р. М а к к э й, А. М. М., 42, 453 (Augt1st 1 935) .] 
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14 1 .  Пусть в камере под номером q ключ поворачи. 
вался t раз. Тогда t равно числу делителей q. Так. ес.ли 
q = p�1 • р:2 • . •  p:k. где Р; - отличные друг от друга 
простые �исла. то t = (а . + l ) (а2 + 1 ) . • • (аh + 1 ) . Да. 
Jlee, если хотя бы одно из йt нечетно, то t четно и 
в IIтоге q-я камера останется запертой. Если все а; четны, 
то q представляет собой квадрат, а t нечетно. Таким 
образом, счастливчики сидели в камерах, номера кото
рых представляли собой точные квадраты. 

{Р. М. Е. !,. 1 , 330 (Аргil 1953) .] 

142. допустим. напротив. что у данных 6 кругов есть 
хотя бы одна общая точка.  Соединим эту точку отрез
ком с центром каждого из кругов. ПО крайней мере одна 
пара таких отрезков образует между собой угол, не пре4 
восходящий 600. Рассмотрим два соответствующих круга. 
Тогда центр меньшего из ЭТIIХ двух кругов принадлежит 

большему кругу. (Если эти два круга равны, то центр 
каждого из них принадлежит второму.) Но по условию 
ни у одного из данных 6 кругов центр не принадлежит 
никакому из 5 остальных кругов. Получившимся проти
воречием и завершается доказательство. 

{Е. Л. М а г н у с о н, А . М. М., 70. 569 (Мау 1963) .] 
143. Применив тождество (а - Ь) (а +- Ь) = а2 - Ь2, 

мы получим: (96) ( 1 04) = ( 1 00 - 4) ( 100 + 4) =-! 
= 10000 - 16  = 9984. 

144. Требуется найти три различных целых числа. 
удовлетворяющих системе уравнений 
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где т, n, р - положительные целые числа. УСЛОDие того. 
ЧТО данная однородная система П:Vlеет решение, отличное 
от нулевого, можно записать в ниде 

- n  1 
- т  

1 = 0. 
- р 1 

Отсюда тnр = т +' n + р + 21 . Очевидно, тройка (2,2,2) 
удовлетворяет этому соотношению. У любого другого ре
шения одно из чисел т, n, р должно равняться 1 .  Пусть, 
например, р = 1 ;  тогда mn = т + n + 3. Очевидно, 
(3,3) - решен не этого уравнения. В любом другом реше· 
нии одно из ·чисел т, n должно быть меньше 3. Легко 
понять, что (5,2) - еще одно решение данного уравнения 
и других решений нет. Таким образом, существуют три 
l Iабора чисел т. n, р, а именно (2, 2, 2) , ( 1 , 3, 3) и 
( 1 ,  2, 5) , при которых исходная система имеет ненуле· 
вые решения (х, у, г) .  

Эти решения имеют соответственно вид (k, k, k) , 
(k, k, 2k) и (2k, k, 3k) . Единственная триада. удовлетво· 
ряющая всем условиям задачи, состоит, следовательно. 
из чисел 1 ,  2, 3. 

[s. s. М., 49, 590 (October 1949) .] 

145. Отгороженный участок имеет форму четырех· 
угольника, две стороны которого, выходящие из вер· 

,--"-.,.,� /----- // , \ I , \ I , \ I , 
'- _  I .,..1 -....... 1,..-, 

шины, противолежащей прямому углу, равны между со .. 
бой. Из четырех четырехугольников, конгруэнтных дан· 

I К этому же выводу МОЖНО прийти путем поочередного IIСКЛЮ
чеlfИЯ неlfэвестных, - П РИМ. ред. 
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ному, можно сложить равносторонний ВОСЬМИУГОЛЬНIIR. 
Среди таких восьмиугольников максимальную П,ТJOщадь 
имеет правильный восьмиугольник. Следовательно, чет� 
вертая часть этого прави,IJЬНОГО восьмиугольника и пред
ставляет собой искомый четырехугольник МaI<сималыюй 
площади 8 (-V2 + 1 )  м2• Поэтому ширмы нужно поставить 
так, чтобы I{аждвя из них образовала со стеной и бис
сектрисой прямого угла равносторонний треуго,IJЬНИК, 
сторона которого равнялась бы длине ширмы. 

[Ф. Х а у т о р н, N. M. M., 1 9, 322 (March 1 945) .] 

1 1 1 аЬ 146. Если - + -ь = - ,  то a + b = - .  ПОСКО,IJЬКУ а а с с 
И Ь - целые числа, то с распадается в произведение, ска
жем, с = qr, где один сомножитель делит а, а другой де
пит Ь, так что а = mq, Ь = рг. Поэтому mq + рг =1 
с= mqpr: qr с= mр. Поскольку у всех трех чисел а, Ь, с 
нет общего делителя, отличного от 1 ,  т взаимно просто 
с r (значит, оно делит р) , а р взаимно просто с q (зна
чит, оно делит т). Следовательно, m=р, отлуда p(q+r)=. 
1= р2 и q + r = р. Отсюда вытекает, что 

и 

а + Ь = pq + рr = р (q + г) = р2, 

а - с = pq - qr = q (р - г) = q2 

Ь - с = рr - qr = г (р -- q) = r2• 

{S. S. М., 63, 604 (October 1963) ,] 
J47. Первое уравнение системы можно записать в виде 

(а - Ь - с) [а2 + (Ь - с)2 + аЬ + Ьс + са] = О. 

Поскольку при положите,IJЬНЫХ а, Ь, с второй сомножи
тель не может обратиться в нуль, мы получаем 

Следовательно, единственное решение нашей системы · 
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в положите.IJЬНЫХ целых числах имеет вид а = 2, Ь = 
,а= С = 1 .  

[Е. У. М а р ч а н д, А. М. М., 65, 43 (January 1958) .] 

148. Правильный тетраэдр можно вписать в куб, при� 
чем противоположные ребра тетраэдра совпадут с непа· 
раллельными диагоналями противоположных граней 
куба. Поэтому середины ребер тетраэдра совпадают 
с центрами соответствующих граней куба. Значит, отре
зок, соединяющий середины двух противоположных ре
бер тетраэдра, проходит через центр куба, перпендикуля-

рен двум противоположным граням и параллелен четы
рем ребрам данного куба. Но поскольку три ребра куба, 
выходящие из одной его вершины, взаимно перпендику
лярны, мы получаем, что три отрезка, соединяющие се
редины противоположных ребер тетраэдра, взаимно пер
пеНДIIКУЛЯрНЫ и пересекаются в одной точке. 

149. Пусть n = аЬс, а N - искомое произведение. 
Если бы с = ] ,  то наибольшее возможное n, а именно 
98 1 ,  дало бы произведение N = ] 59080922, которое СЛИШ4 
ком мало. Следовательно, 982 � n � 987. Сумма цифр 
числа N равна 35 = 2 (mod 3) ; поэтому n и числа, полу
чающиеся из n перестановкой цифр, дают остаток 2 Прlf 
дешнии на 3. Значит, n равно либо 986, либо 983. Но 6 
в разряде единиц получится у произведения только в слу
чае n = 983. Отсюда следует, что правильно набранная 
строка должна принять вид 

(983) (839) (398) = 328 245 326. 

[У. Р. Т а л ь б о т, А. М. М., 66, 726 .(October 1 959) .] 
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1 50. Результат должен делиться как на 7, так и на 1 1 : 
следовательно, искомое чис.'IO равно 7 + 1 1  = 1 8*. В об
щем случае число k + т будет решением уравнения 
(x - k)k = (х - m) m. 

[М. М., 33, 58 (September 1 959) .] 

1 5 1 .  Мы здесь предполагаем, что знакомство двух 
людей взаимно, то есть если некий че.гювеl{ знаком с дру
гим человеком, то и второй знаком с первым. Отождест
вив каждого из 6 человек с некоторой вершиной окта
эдра, мы сведем задачу к эквива.l'JентноЙ задаче: если 

каждое ребро и каждая ДJlагона.I'JЬ октаэдра окрашены 
произвольным образом в зеленый ИЛII красный цвет, то 
нужно ДOl{азать, что в некотором треугольнике I все сто
роны окрашены в один и тот же цвет. 

Каждая вершина соединена ребром И.I'JИ диагональю 
с любой другой вершиной. ИЗ пяти отрезков, соединяю .. 
щих данную вершину с остальными, по крайней мере три 
ДО.l'Jжны быть окрашены в одинаковый цвет. Взяв эти 
три отреЗI{а, мы увидим, что возможны два случая. 

1 .  у двух таких отрезков концы соединены отре3IЮМ 
того же цвета. В этом случае два данных отрезка и отре
зок, соединяющий их концы, образуют нужный треУГО.1Ь
ник. 

2. Любые два из трех наших отрезков соединены от
резком противоположного цвета. Тогда искомый треу
ГО.l'Jьник образуют три отрезка, соединяющих концы на
ших трех отрезков. 

I Имеются в ВIIДУ только треугодьюши, вершины которых сов
падают с вершинами октаэдра; а I{стати, ско.�ЫЮ их Bcero1 - ПРII.II. 

ред.* 
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152. Умножив числитель и знаменатель нашей дроби 
на 2'/2, получим 

(8 + 2 -VИ)'/. + (5 - 2 --/I5 + з)"/1 
( 12 + 2 �)"I. - (7 - 2 -v'З5 + 5)'/1 == 

(-v'5 + 43)3 + (-v'5 - ф)3 2 (5 --/5+ 9 --/5) 7 = (.у7 + ,ys)з ":,, (.у7 - --/5 )3 2 (21 .у5 + 5 .у5 )  = 13 '  

[S. S. М., 55, 567 (October 1 955) .] 
1 53. Пусть N = pqr. Тогда р2 + q2 + г2 = 233 1 ; зна

чит, каждое из этих простых чисел меньше (233 1 ) '/. < 49, 
а все простые чис.IIа нечетны*. 

Сумма всех делителей числа N равна ( 1 "+  р) . ( 1  + 
+ q) . ( 1  + г) = 1 0560 = 1 1 · 960. Единственное крат
lloe 1 1 , не превосходящее 49 и на 1 большее некоторого 
простого числа, равно 44, так что r = 43. Поэтому р2 + 
+ q2 = 482 и каждое из этих двух чисе.'l меlIьше 
(482) '/. < 22. Далее заметим, что квадрат нечетного 
чис,Т)а J\-lOжет оканчиваться ,Т)ишь на 1 ,5 И,'1И 9, так "то 11 р2 И q2 оканчиваются на 1 .  Следовательно, р = 1 1 , q = 19  
и N =  1 1 · 1 9 · 43 = 8987*. 

1 54. Пусть а/Ь - раЦlIональное число. Тогда его можно 
представить как сумму а повторлющихся членов гармо
JIичеСIЮГО ряда 

а 1 1 1 ь = ь + ь +  . . .  + ь'  

Оставим первое слагаемое неизменным, 8 oCTa.'lbHblC 
(а - 1 )  слагаемых преобразуем с помощью ТОждества 

I 1 1 
n = n + 1 + n (n + 1) • 

Далее еще раз применим к повторяющимся слагаемым 
данное тождество и будем продолжать этот процесс до 
тех пор. ПОК;i все члены суммы не станут различными*. 

[Г.С. Ч а н н и н г х э м, А. М. М., 69, 435 (Мау 1962) .] 
Например: 3/7 = 1/7 + 1/7 + 1/7 = 1/7 + 1/8 '+ 1/56 ± 1/8 + 

+ 1/56 = tf7 +. 1/8 + 1/56 + 1/9 + 1/72 + 1/57 + l/зl92< 
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1 55. Биссектриса любого внутреннего yr.lJa треуголь
ника делит противопо.IJОЖНУЮ сторону на части, пропор
шюнальные прилежащим сторонам. Если из КЗlсой-ни-

будь внутренней точки треугольника опустить перпенди
куляры на стороны, то суммы квадратов длин переме
жающихся отрезков, на которые основания данных пер
пендикуляров разбивают стороны треугольника, fудУТ 
равны между собоЙ*. Допустим теперь, что все тр пер
пендикуляра, восставленные из точек пересечения бис
сектрис со сторонами треугольника а, Ь, с, пересекаются 
в одной точке; тогда 

( ь� cY  + ( c�aY  + ( a� ьY= 
= ( b�J2 + C�aY + ( a� ьY· 

Объединяя члены с одинаковыми знаменателями, по.'1У-
чим 

oТl<yдa 

a2 (b - с) 
+ Ь

2 (с - а) 
+ 

с2 (а - Ь) = 0  
Ь + с  с + а  а + Ь ' 

(Ь - с) (с - а) (а - Ь) (а + Ь + с)2 = О. 
Поско.r:rьку по крайней мере один из первых трех сомно
жителей равен нулю, наш треугольник равнобедренный. 

[А. М. М., 46, 513 (October 1939) .] 

156. Если мы расположим наши числа в виде квад-
ратной таблицы 

1 2 3 4 
5 6 7 8 

9 10 1 1  12  
13 14  15 16 
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ТО можно заметить, что каждая строка представляет со
бой арифметическую прогрессию с разностью, равной 1 ,  
а каждый столбец - арифметическую прогрессию с раз
ностью, равной 4. Следовательно, сумма любой пары чи
сел, стоящей на главных диагоналях, совпадает с суммой 
по крайней мере одной из пар, распо,ГIOженной вне ЭТIIХ 
диагоналей {. Поэтому искомые два класса - это 

А: 1 4 6 7 
В: 2 3 5 8 

10 1 1  
9 1 2  

1 3  16  и 
1 4  1 5  

{У. Х .  Б е н с о н] 

Выпишем все 28 сумм в каждом из классов: 5, 7, 8, 
10, 1 1  (2) , 1 2, 1 3, 1 4 (2) , 1 5, 1 6, 1 7  (4) ,  1 8, 1 9, 20 (2) , 2 1 . 
22, 23 (2) , 24, 26, 27, 29. Можно заметить, что сумма чле� 
нов данной последовательности, равноотстоящих от кон
цов, постоянна и равна 34 = 2 ( 1  + 1 6) .  

Этот же результат был получен другим способом 
в журнале Р. М. Е. J., 3, 1 82 (Spring 1 961 ) .  

157. Быть может, кто-нибудь сразу скажет, что необ
ходимо взять 3 · 4 · 5  = 60 различных бюллетеней. Однако 
если мы добавим две фиктивные фамилии к группе из 
трех кандидатов и одну фиктивную фамилию к группе 
из четырех кандидатов, то потребуется всего лишь 5 раз
личных бюллетеней. Этот прием не TO,f]bKO снижает рас
ходы на печать, но и позволяет собрать статистический 
материал, позволяющий сделать вывод, что более влияет 
на результаты голосования: номер, под которым данный 
кандидат входит в список, и,f]и его фамилия. 

[М. С. I\л а М К II Н, М. М., 30, 1 10 (November 1 956) .] 

158. Для ответа на вопрос задачи достаточно заме
ТИТh, что 

х2 _ у2 2ху х2 + у2 
х - у = х + у > х + у - х + у  = х + у  • 

159. Введем прямоугольную систему координат, оси 
которой направим вдоль катетов треугольника Аве. 

I Сместив одно 113 ЭТIIХ чисел «ходом ладью> на одно илн два 
места по вертикали или горизонтали, передвпнем второе в противо
положном направлении. - При",. ред. 
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В этой системе координаты центра вписанного круга 11 
центра заданной полуокружности равны соответственно 
(г, г) и (а/2, Ь/2) , где r - радиус искомого круга, а а и 
Ь - ДЛIlНЫ катетов треугольника А ВС. Расстояние ме
жду центрами равно разности радиусов, то есть спра
ведливо соотношение (г - а/2) 2  + (г - Ь/2) 2 = (с/2 -
- г) 2. Отсюда, воспользовавшись равенством а2 + Ь2 = 
,= с2, мы получим, что r = а :+- ь - с. Другими словами, 

радиус искомого круга равен диаметру круга, вписанного 
в прямоугольный треугольник АВС*. 

[М. А. К и р х б е р г, А. М. М., 62, 444 (June 1955) .] 
160. Если мы просуммируем все числа, стоящие ВДО.'1ь 

каждой строки, столбца И.'1 И диагонали, то при этом I{аж
дое число сосчитаем четырежды. Следовательно, общая 
сумма всех таких сумм равна 4 [n2 (n2 + 1 ) /2] = 2n2 (n2 +: 
'+ 1 ) .  Если бы существовало такое k, что 4n наших сумм 
представляли бы собой последовательные числа от k до 
k + 4n - 1 включительно, то общая сумма равнял ась бы 
2n (2k + 4n - 1 ) .  Приравнивая между собой данные два 
выражения, мы получили бы, что n (n2 + 1 )  = 2k +: 
:+ 4n - 1 .  Но слева стоит четное, а справа - нечетное 
число. С.'1едовательно, нужного k не существует ни при 
каком n, а это значит, что ни при каком n наши суммы 
не совпадают с 4n последовательными целыми ЧИС.'1ами. 

[Д. К. Б. М а р щ  А. М. М., 62, 42 (January 1955) .] 

16 1 .  Рассмотрим выражение 1 = (..Jз + 1)2т + (."'3'
- I)2т, которое, очевидно, представляет собой целое 
число. Поскольку (..JЗ - 1)2m меньше 1 ,  1 совпадает 
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с наименьшим целым числом, iIревосходлщим (.у3+ 1)2т. 
Дадсе 

[ = (4 + 2 .у3)т + (4 - 2 .уз)т = 
= 2т [(2 + .узуn + (2 - .уз)т] = 

= 2т+ .  [2т + 2т-2 (3) т (т - 1)/2 + . . .  ]. 
[с. Б. Р и д, S. М. М., 62, 622 (November 1962) .] 

162. Дуга АВ = 40°, а дуга AD = 60°, поэтому треУ4 
тольник AOD - р авносторонний и AN - перпенднкуля р. 

М 

опущенный на OD. Следовательно, точки А, М, N, О ЛС4 
жат на окружности, диаметр которой совпадает с АО. 
Значит, L OMN = L OAN = L 30°, поскольку онн ВПИС34 
J IbI В одну И ту же окружность и ОПllраются на  одну и 
ту же дугу. 

[Х о у о р д  И в е, А. М. М., 63, 423 (June 1956) .] 
1 63. Доля каждого ребенка уменьшилась на 1/24 ВСf'й 

суммы. Далее, 24 = 2 · 1 2  = 3 · 8  = 4 · 6. Из этих преД4 
ставлений чиела 24 выберем такую пару q.c. = q2C2, 
чтобы q. + 1 = Q2, а С. = С2 + 2. Таким образом, деТСII 
сначала было 6, а затем их стало 8. 

[М. М., 3 1 ,  2 17  (January 1958) .] 
1 64*. Пусть 

S = 1 + 2х + 3х2 + 4хЗ +  
xS = x + 2x2 + 3.� +  

(l - х) · S = 1 + х +  .� + ХЭ +  • • •  = l/( l - x) 
I 

Отсюда S = (1 - х)2 • 
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1 65. Разобьем квадратное поле на треугольники, каж
дый из которых ограничен ОДНОЙ секцией (то есть уча· 
стком ДЛИНОЙ 10 м) забора и двумя прямыми, соединяlO
щими концы этой секции с центром квадрата. Площади 
всех таких треугольников равны между собой, а их об
щая высота составляет 1/2 часть стороны х нашего квад
рата. Площадь каждого из них равна стольким гекта
рам, сколько ДОСОI< содержится у него в основании, то 
есть 4 га = 40 000 м2• Поэтому ( 112) (х/2) ( 10) = 40 000 и, 

следовательно, сторона квадратного поля равна 
16 000 м = 16 км. 

Вообще, если поле имеет форму правильного много
угольника, его площадь равна 1/2 (периметр) (радиус 
вписанного круга ) .  В нашем случае 4 ·  р/ l0 = Iblprt l O  000 
и 2г = 1 6 000 м = 1 6  км. 

[Р. Р. Р о у, Civil Engineering - ASCE, 1 1 ,  70 
(January 194 1 ) .] 

1 66. Заметим, что (2n + 1 ) 2  = 4n2 + 4n + 1 ::::::11 
r::= 4n (n + 1 )  + 1 = 8/l + 1 ,  поскольку из двух последо
вательных целых чисел одно обязательно четно. Отбро
сить 1 - это все равно что разделить 4n (n + 1) на осно
вание системы 8. При этом как раз и получится тре
угольное число n (n + 1 )  /2. 

[г. У. У и ш а р  д. N. М. М., 10, 313  (Мау 1 936) .] 
1 67. Ответ: ни у какого. Радиус вписанной окружно

СПI треугольника со сторонами а, Ь, с вычисляется по 
формуле 

_ � _ [ (р - а) (р - Ь) (р - с) ]1/2 Т - - • 
р р 
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отсюда для каждого из наших треугольников получится 
значение радиуса, равное 6. 

Редким примером «тупоугольных близнецов» служат 
треугольники со сторонами, равными соответственно 97, 
1 69, 122 и 97, 169, 228. У каждого из них радиус впи
санного круга равен 30. 

[Б. Х. Б р а у н, М. М., 29, 275-276 (Мау 1 956) .] 

1 68. Пусть АВ и ВС - две смежные, но не равные 
стороны нашего двенадцатиугольника. Тогда vAB + 

A Vl B  
L �-"""--

Е 

� vBC == vAC = 360°/6 == 600; значит, АС = r. Приме· 
няя теорему косинусов к треугольнику АВС, у которого 
угол АВС = 150°, получим 

(Ас)2 = (-V2)2 + (-V24)2 - 2 -У2. -У24 ( - -У3J2) = 38. 
Таким образом, r = -У38. 
[Н о р м а н А н н и н г, М. М., 28, 1 13 .(November 1954) .] 

169. Поскольку 224 + 224 = 225. мы получаем (28) з + 
.+- (26) 4 = (25) 5; откуда а = 256, Ь = 64, с = 32. 

[Л. е о М о з е р, М. М.. 26, 53 (September 1954) .] 

1 70. Процентное содержание спирта в старом рас
творе отличается от процентного содержания спирта в 
повом (или смешанном) растворе на -24%,  а процент
}Joe содержание спирта в растворе, который доливают в 
радиатор, отличается от процентного СОДЕ'ржаIlИИ спирта 
в новом растворе на +48% . Следовательно, на каждую 
кварту 90% -ного раствора,  долитую в радиатор, должны 
llрИХОДИТЬСЯ 2 кварты старого 18% -ного раствора. По-
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этому из радиатора нужно отлить 1/з' всего объема, ШIИ 
7 кварт старого раствора.  

[Б.  Е. М и т ч е л л, М. М., 26, 1 53 (Janu1ry 1 953) .] 
1 7 1 .  Сделаем преобразования: 

х2 - 2х + 2 1 [ 1 ]  х2 
f (х) = 2х _ 2 = '2 х - 1 + х _ 1  = 2 (х _ 1 )  - 1 . 

Сумма двух взаимно обратных чисел принимает HaJl
меньшее по абсолютной величине значение в том слу
чае, когда эти ЧI1сла равны ± 1 .  Поэтому ' (х) ПРИНII
мает наименьшее по абсолютной величине значение Прl1 

x - I = ± I, то есть при х = 2 или о. Из последнего 
выражения для f (х) становится ясным, что f (х) не огра
н ичена сверху при х > 2, не ограничена снизу при х<О 
и не определена при х = 1 .  

Отсюда следует, что в точке х = 2 у f (х) - локаль
ный минимум, равный 1 ,  а в точке х = О У нее локаль· 
ный максимум, равный - 1 .  

172. Заметим, что 360° - 1 25° = 1 1  r + 1 18°; поэтому, 

- tg 1 25° = tg (1 17° + 1 18°) = = (tg 1 17° + tg 1 18°) : ( 1  - tg 1 17° · tg 1 18°). 

Упрощая это выражение, получим 

tg 1 17° ·  tg 1 18Ь • tg 125° = tg 1 17° + tg 1 18° + tg 125°. 

[Н о р м а н  А н н и н г, М. М., 32, НЗ (November 1958) .J 
В общем случае сумм а  таНгенсов углов в АО, ВО и СО. 

таких, что АО ± во + со = 3600. равна произведеНИIQ 
этих тангенсов. 
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1 73. Сохранившиеся цифры показывают, что 3 + 1 = 
= \ О; следовательно, выкладки проводились в четверич· 
1 1 ()ii CIICTeMe счисления, то есть в системе с основанием 4. 
1 10 в этой системе различных цифр всего 4. Одно из 
"ратных делителя имеет вид **1 , а другое 3*. Далее *, 
в той же системе (3 · 13) = 1 1 1 ,  3 · 23 = 201 ,  3 · 33 = 23 1 ,  2 · 1 3  = 3 2  и 1 · 33 = 33. Однако 2 · 13 + 1 < 100; поэтому, 
воспользовавшись результатом первого вычитания, мы 
находим делитель, равный 33. Отсюда следует, что част· 
ное равно 103 1 .  а делимое - 102 003. 

1 74. Повернем всю конфигурацию на 1800 вокруг дан
ного диаметра. При этом мы получим два круга, дна· 
ыетр каждого из которых составляет 1/2 данного диа 
метра и ,  следовательно, площадь каждого из  КОТОРЫХ 

равна 1/4 площаДlf исходного I<pyra . Значит, площадь 
каждой из областей, получеНIIЫХ удалением из IIНЬ и я н  
соответствующих кругов, тоже р авна 1/2 их площади. , 

[М. М., 34, 107-108 (November 1960) .] 
1 75. В любой системе счисления с основанием 8 � 10  

справедливы неравеНСТВ8 

2 (297) < 2 (300) = 600 < 792 < 800 = 4 (200) < 4 (297). 

Следовательно, 792 = 3 (297) , так Что 782 + 98 + 2 = 
= 3 (2В2 + 9В + 7) , или 82 - 18B - 19 = 0. Отбрасы. 
вая отриuательный корень этого квадратного уравнения. 
получим В = 1 9. 

[Д. л. С и л в е р м э н, М. М., 38, 124 (March 1965) .] 
176. То, что брак был совершен законно, сводит число 

возможных вариантов к трем *: 

64 10 

24 6 
49 13 

36 9 

36 9 

18 9 
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Если мы теперь сопоставим возраст детей с возрастом 
родителей, то обнаружим единственный возможный ва
риант, а Иl\lенно: отцу сейчас 49, матери - 36, дочери -
13 и сыну - 9 лет. Хотя любопытно отметить, что 
1 + 3 = 4, а членов семьи также четверо, все же 13 не 
является точным квадратом и тем нарушает поголовную 
«квадратность» семьи. Эти числа обладают и еще од
ним интересным свойством: сумма возрастов матери 11 
дочери равна возрасту отца. 

1 77. Если мы составим параллелограмм из четырех 
приложенных друг к другу равносторонних треуголь
ников со стороной е. то в этом параллелограмме длина 

�o 19<7' 
8 Е С D В D 

любого отрезка, проведенного параллельно бо.']ьшеЙ его 
стороне, будет равна 2е. Отсюда следует, что если м ы  
сложим и з  этого параллелограмма правильный тетраэдр 
и проведем затем любую плоскость, перпендикулярную 
Е>трезку, соединяющему середины противоположных ре
бер тетраэдра (бимедиане) , то периметр полученного 
сечения будет равен 2е. 

Следовательно, если мы совместим бимедиану с осью 
цилиндра. то тетраэдр можно будет протолкнуть сквозь 
гибкий тонкостенный цилиндр, периметр сечения кото
рого равен 1td = 2е. Таким образом, ребро ис�омого 
тетраэдра равно е = 1td/2. На практике края одного из 
концов цилиндра полезно слегка отогнуть наружу, что
бы тетраэдр легче было втиснуть внутрь цилиндра. 

Если тетраэдр расположить по-другому относительно 
оси цилиндра, то некоторая плоскость, перпендикуляр
ная этой оси, пройдет через вершину тетраэдра и пере
сечет два ребра, не выходящих из данной вершины. Как 
легко заметить на нашей развертке. периметр такого 
сечения АЕР А' окажется больше 2е, и мы не сможеи 
в таком положении протолкнуть наш тетраэдр сквозь 
данный цилиндр. Отсюда следует. что ребро максималь-
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IlOro тетраэдра, который можно п ротопкнуть сквозь ци
линдр диаметра d, равно nd/2. 

[М. М. , 39, 133 (March 1966) .] 

1 78. { (а, n) = аll+1 - n (а - 1 )  - а = 
= а (аn - 1) - n (а - 1)  = 

= (a - l) [a (an- l + an-2 + • • •  + 1) - nl· 

ПОСI<ОЛЬКУ многочлен в квадратных скобках обра
щается в нупь при а = 1, этот многочлен делится на 
(а - 1 ) .  Таким образом, f (а, n) делится на (а - 1 ) 2. 

1 79. Закон, по которому составлена наша таблица, 
заключается в том, что каждый элемент равен сумме 
двух других элементов, один из которых стоит непосред
ственно над данным элементом, а второй - слева от дан
ного элемента. Применим к нашему определителю Il-ГО 
порядка операцию вычитания столбцов (столб.) i 
- (столб') i-I ,  i = n ,  (n - l ) ,  . . . , 2, а затем раЗЛОЖIIМ 
его по первой строке. В результате мы получим опреде
литель (n - 1 )  -го порядка, paBHbIil минору, который 
онределяется элементом, стоящим в левом ·нижнем углу 
исходного определителя. Продолжая этот процесс, мы 
ПРllдем в конце концов 1{ значеНIIЮ 1 .  Например: 

1 1 1 О О О 
3 4 5 6 3 1 1 

1 1 

6 10 15 21  
-

6 4 5 6 
- 4 5 6 -

10 20 35 56 10 10  15 21  
10 15 2 1  

О О = I � - 4 1 1 � 1 = 1 .  
10 5 6 

Поскольку исходная таблица симметрична относитель-
110 главной диагоналl-I, приведенное доказательство 
остается справедливым и для определителей, первый 
столбец которых расположен n первом столбце таб
лицы. Только в этом случае следует вычитать не столб
цы, а строки. 
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1 80. Наша кривая третьего порядка предстаВляет 
собой объединение эллипса и прямой, что станет ОЧе
видным, если мы запишем исходное уравнение в виде 

(х + у - 1� (2х2 - 2ху + 2у2 - Х - у - 1) = О. 

I3зяв на прямой х + у - 1 = О произвольную точку С ра
uиональной координатой х, мы обнаружим, что соответ
ствующая координата у = 1 - х рациональна. 

18 1 .  Пусть ро, Qo и Ro - точки, в которых вписанная 
окружность касается сторон треугольника Аве; тогда 
РРО = QQo = RRo = Р'Ро = Q'Qo = R'Ro = Р"Ро. От
сюда ясно, что наша конструкция замкнута и что точки 

8 

А 

Р, Q, R, Р', Q', R' лежат па некоторой окружности, кон" 
центрической с вписанной. 

[Х о у о р д  И в с, А. М. М., 50, 391 (June 1 943) .] 

Это ДOl{азательство проходит и для многоугольника 
нечетного порядка, в IЮТОРЫЙ можно вписать окруж· 
ность, а также для многоугольника нечетного порядка, 
который можно деформировать, не меняя длины его 
сторон, в другой многоугольник, обладающий вписанной 
окружностью. 

182. n-я группа содержит n целых чисел; следова· 
тельно, количество целых чисел во всех группах от l -А 
до n-Й включительно равно n (n + 1 )  /2, а количестяО 
чисел во всех группах до (n - 1 )  -й включительно равно 
(n - l ) nI2. Эти два множества представляют собой 
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<lрифметические прогрессии с общей разностью, р ав
l ioii 2. Поэтому сумма всех чисел n-й группы равна 

.! .  
п (п +  1 )  {2 + [ п (п +  1 )  

_ 1] 2} -2 2 2 

_ 
� .  (n-;J ) n  {2 + [ (n-;I ) n  _ 1 ]  2} = 

2 (п + J )2 - (п - 1 )2 3 = n  4 = n . 

1 83. Пусть R - радиус описанной сферы, а r - радиус 
lILсстнадцатиточечной сферы. Если данный тетраэдр 
правильный, то r = R/3; если же у него три плоских 
угла при некоторой вершине прямые, то r = 00 (по
СКОЛЬКУ в этом случае все центры описанных окружно
стей лежат в одной плоскости) ,  а R - конечен. Так как 
правильный тетраэдр можно с помощью непрерывноil де
формации превратить в тетраэдр с тремя прямыми уг
лами при вершине, существует промежуточное положе
lIие, при котором r = R/2. Более того, существуют про
мсжуточные положения, при которых величина r/R 
принимает любые заданные значения, большие 1/з . 

{Х о У о р д и в с, А. М. М., 50, 389 (June 1 943) .] 

184. Пусть окружности с центрами в 01, 02, 0з про
ходят через общую точку А. Пусть, далее, окружности 
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(01) И (02) пересекаются в точке В; (01 ) И (Оз) - в 
точке С; а ОКРУЖНОСТИ (02) и (Оз) пересеl{аются в точ
ке D. Отрезок ОзОI перпендикулярен СА, а отре
ЗОК 0з02 перпендикулярен AD; поэтому L 010З02 + 
+ L CAD = 180°. В круге (01 ) L А СВ = 1/2 vAB = 
= LA0102 (поскольку 01 02 - серединный перпендику
ляр к отрезку АВ) . В круге (02) LADB = 1/2 vAB = 
= L А02О1• Далее, точки С, В, D ПО условию колли
неарны; следовательно, треугольники A CD и А 01О2 по
добны, а L CAD = L 01A 02. Отсюда следует, что 
L О1020з+ L ОIА02 = 180°, а четырехугольник 0.ОЗ02.'1 
вписан в некоторый круг. 

[А. М. М., 72, 547 (Мау 1 965) .] 
1 85. Возьмем следующие четыре перестановки из че

тырех букв : Р. (xyzw) ,  P2 (ZWXY) , Рз (WZУХ) и P4(yxwz) . 
Каждый игрок встречается ровно один раз с каждым 

из остальных 1 5  игроков; поэтому соревнование должно 
состоять из 15/з = 5 туров. Расположим иющиалы 16 
учаСТШIIШВ в виде квадратной таблицы (матрицы) 4Х4. 
Затем выпишем еще три матрицы, оставив первый стол
бец неизменным и применив ко второму столбцу первой 
матрицы последовательно перестановки f 4, Рз, Р2, 1{ 
третьему столбцу - перестановки Р2, Р4, РЗ и, на lюнец, 
к четвертому столбцу - перестановки Рз, Р2, Р 4. Таким 
образом, мы получим 

AEIM АРКР 
BF/N BELO 

сако CHIN 

DHLP DG/M 

АН/О 
BGIP 

CFLM 

DEKN 

AGLN 

ВНКМ 
СЕ/Р 

DFlO 

Четверки в первых четырех турах задаются с помощью 
строк этих четырех матриц; в пятом же туре четверки 
задаются с помощью столбцов первой JVlатрицы. Заме
тим, что если бы мы данными буквами обозначили не
которые числа, а затем раскрыли определитель первой 
матрицы, то обнаружили бы, что элементы, ПРОИЗJJeдения 
которых берутся со знаком плюс, как раз и образуют 
строки трех остальных матриц. 

Если мы захотим поступить подобным же образом 
с теми элементами, произведения которых берутся со 
знаком минус, то нам нужно для этого применить по-
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следовательно ко второму столбцу первой матрицы пе
рестановки Рз, Р4, Р2, затем к третьему столбцу - пере
становки Р2, Рз, Р4 и, наконец, к четвертому столбцу 
первой матрицы - перестановки Р4, Р2, Рз. Таким путем 
мы получим второе решение данной задачи *. 

АЕ/М AHKN AFLO AGJP 

BFJN BGLM ВЕКР ВН/О 

СОКО СР/Р CGJM CELN 

DHLP DEJO DH/N DFKM 

J 86. Если Т [n] = n (n + 1 ) /2 является n-м треуголь
ным числом, совпадающим одновременно с некоторым 
Jшадратом, то число Т [4n (n + 1 ) ]  = 4Т [n] (2n + 1 ) 2 тоже 
JIредставляет собой точный квадрат. Поскольку первое 
треугольное число 1 обладает, очевидно, нужным свой
ством, существует бесконечно много квадратных тре
угольных чисел. 
[А. У. С и л в е с т е р, А. М. М., 69, 168 (February 1962) .] 

1 87. Вспоминая о связи между корнями и коэффи
циентам и  уравнения 3·го порядка с одним неизвестным, 
мы замечаем, что х, у, z совпадают с корнями кубllче
ского уравнения 

Далее, 
(а - 1 ) (а - 2) (а - 3) = 0, 

а =  1 , 2, 3. 

Поскольку исходная система симметрична относительно 
х, у, г, все ее шесть решений совпадают с шестью пере
становками чисел 1 ,  2, 3, а именно: 

(х, у, г) = ( 1 , 2, 3), ( 1 , 3, 2), (2, 1 ,  3), 

(2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1). 

[Д. Г. Б а к л и, S. S. М., 40, 483 .<Мау 1940) .] 
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1 88. В качестве такого многогранника можно взять 
тетраэдр, из которого вырезан кусок, также имеющий 
форму тетраэдра, как показано на  рисунке. Легко ВИ-

деть, что полученный граф преобразуется в граф, ука
занный в условии задачи. 

[Р. К о н н е л и, А. М. М., 69, 1 009 (December 1 962) .] 

189. Мы сравним сначала каждую команду с некой 
условной командой, у которой выигрыши составляют 
50.% ,  а разность В - П р авна. очевидно, нулю. Если у 
нашей команды В > П, то ее выигрыши составляют бо
лее 50.% и мы, по определению, отнесем ее к верхнему 
классу. Если же у нашей команды В < П, то мы отне
сем ее к нижнему классу. Очевидно, каждая KOMaHД� 

верхнего класса должна располагаться в таблице выше 
любой команды нижнего класса.  Рассмотрим, далее, две 
команды А и с. Команда А должна располагаться в 
таблице заведомо выше с, если ВА > Ве, а ПА � Пе 
ИЛIJ если ВА = Ве• а ПЛ � Пе. Таl<ИМ образом, мы по
лучим таблицу, в которой сомнение может вызывать 
только относительное р асположение команд, отмеченных 
звездочкой. 

в п в п 
• Цинциннати 49 36 .Питсбург 44 43 
.Лос-Анджелес 51 з8 Сент-Луис 41 45 

Сан-Франциско 45 з8 .Чикаго 41 46 
Филадельфия 45 39 .Хьюстон 39 45 

.Милуоки 42 50 Нью-йорк 29 56 

Пусть ВА = Вс + х, а ПА = Пс + У. Тогда если обе 
команды принадлежат верхнему классу и х � У, то А 
должна быть расположена в таблице ниже с. Если обе 
команды принадлежат нижнему классу и х � У, то А 
должна располагаться выше с. Следовательно, послед
ние сомнения отпадают и приведенная выеe таблица 
составлена правильно\ 
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190. Посколы<у 2 16  = 23 · 33 = 8 · 27 = 9 · 24, хозяйка 
купила 24 фунта. 

[М . .м., 33, 1 1 8 (November 1959) .] 
1 91 .  Рассмотрим многоугольник с n сторонами, где 

n � 4. Любые четыре вершины этого м ногоугольника 
определяют некоторый четырехуго.flbНИК, диагонали lЮ
торого совпадают с двумя пересекающимися ДHaГOHa� 

лями исходного n-угольника. И обратно; любые две пе
ресекающиеся диагонали исходного n-УГОЛЬНИI<а Оl1реде
ляют некоторый четырехугольник. Следовательно, иско-" с4 Р мое число точек пересечеliИЯ диагонален равно n. аз-
умеется, некоторые точки пересечения могут между со
бою совпасть. 
[Н о р б е р т К а у Ф м а 11 11 Р. Х. к о х, А. М. М., 54, 344 

(June 1947) .] 
1 92. Дано, что а + Ь + с = О и d + e + f = O. По� 

этому 
(а + Ь)3 = (- с)3, 

а3 + ЬЗ + сз = - 3аЬ (а + Ь) = 3аЬс. 
Аналогично 

d3 + е3 + тз = - 3de (d + е) = 3def. 
Н3I<Онец, 

аЗ + ЬЗ + СЗ аЬс 
dЗ + еЗ + 1"3 = def • 

[А а р он Б а ч м Э н, S. S. М., 38, 220 (February 1938) .] 
1 93. Пусть ! (х) = ха + хЬ +  1 = ха + хЗk . х-а + 1 . Ky� 

бические корни из 1 равны соответственно 1 ,  (u ::::> 
- 1 + i �3 2 3 = 2 и (u • Поскольку а взаимно просто с , то 

либо (Ua = (U, а (U-a = (U2, либо (Ua = (U2
. а (О-а = (\Э. 

В любом из этих случаев 

f «U) = f (w2) = 1 + (1) + (1)2 = о. 
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Следовательно, (х - (О) (х - (02) = х2 + Х + 1 является 
делителем многочлена ха + хЬ + 1 .  
[Х о У о р д Д. Г Р о с с м э н, S. S. М .• 45, 486 (Мау 1 945) .] 

1 94. Поскольку х, у, z положительны, х > z и у > г. 
Пусть х = z + и, а у = г +  v;  и. v > О. Уравнение 
I I I -z = х + у приведется к виду г2 = UV. Поэтому при 

любом z нам нужно всего лишь разложить г2 в произ
ведение двух целых положительных чисел w и v. 

[М а р и о н  Л. Г е й н с, N. M. M., 1 9, 100 (November 
1944) .] 

1 95. Зафиксируем одну вершину треУГОЛЬНИI{а и от
разим его вместе с искомой кривой несколько раз отно
сительно сторон, выходящих из этой вершины. При этом 

м ы  получим правильный шестиугольник и замкнутую 
кривую, которая р азделит этот шестиугольник на две 
равновеликие части, как показано на рисунке. Поскольку 
длина кривой минимальна, эта кривая представляет co� 
бой окружность с центром в данной фиксированной 
вершине. 

[Л. М о з е р.] 
1 96. Заметим, что 

N2 = аlа:!lзЬДЬзаtО#з = аlа:!lз ' 1 002 001 = 
= a1aA . 72 . 1 1 2 .  1 32. 

Следовательно, число аtа2аз равно квадрату простого 
числа Р, отличного от 7, 1 1  и 1 3. Далее, а =F О, а 
Ь 1Ь2ЬЗ < 1000; поэтому 1 0  < Р < 23. Следовательно, -Р 
совпадает либо с 1 7, либо с 19; аlа2аз = 289 либо 36 1;  
N2 = 289 578 289, либо 361 722 36 1 .  Оба эти случая дают 
решение нашей задачи. 

[По Н. Н а r а р а, М. М., 24, 108 (November 1950) .] 
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1 97. Если разность баллов, полученных за  один тест, 
равная 97 - 73 = 24 очкам, вызывает изменение сред
него балла на 90 - 87 = 3 очка, то в данной серии со
держится всего 24/з = 8 тестов. 

198. Середины сторон произвольного четырехуголь
ника ABCD служат вершинами некоторого параллело
грамма MQNP, а диагонали параллелограмма PQ и MN, 
пересекаясь в точке О, делятся пополам. Рассмотрим 
теперь четырехугольник A CDB со сторонами А С, CD, 
DB и ВА. Точки М, N и Х, У (середины двагоналей 

исходного четырехугольника) делят стороны четырех
угольника ACDB пополам. Значит, M YNX - параллело
грамм. диагонали MN и ХУ этого параллелограмма, 
пересекаясь, делятся пополам. Следовательно, середина 
отрезка ХУ совпадает с серединой отрезка MN, то есть 
с точкой 0 *. 

[Л. Р. Ч е й з, S. S. М., 3 1 ,  6 1 6  (Мау 1 931 ) .] k k n - k  1 99. Если - - несократимо, то 1 - - == --- тоже п п п 
представляет собой несократимую дробь. Поэтому не· 
сократимые дроби входят в данную последовательность 
парами и, следовательно, их количество всегда четно. 

[Н. А н н и II г, М. М., 27, 284 (Мау 1954) .] 
200. Поскольку себестоимость любого предмета мень· 

те его розничной цены, м ы  можем, изучив цены сахар· 
ницы и сливочника, заключить, что Н = О. Сравнивая 
далее эти цены между собой, находим 

КОС : СКО = 672 : 600 = 28 : 25. 

Отсюда следует, что КО кратно 25, то есть что К = 5. 
Можно зам�тить также, что С - четное число, меньшее 
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К*; поэтому КОС = 504, а СКО = 450. Следовательно, 
стоимость составляет 45°/600 = 3/4 розничной цены. От
сюда м ы  немедленно полvчаем, что поднос стоит 37,62 
доллара, чайник 68,31 доллара, Т = 9, а ключ к коду 
торговца имеет вид 

2 3 4 5 6 7 8 9 0  
В L А С К S м / Т Н 

201 .  В треугольнике АВС отношение даНIIЫХ трех от
резков равно РС : РА : РВ = 3 :  4 :  5. Построим равно
сторонний треугольник РСР так, чтобы точки Р и F 

в 

находились по разные стороны от АС. Проведем OTpe� 
зок АР. На продолжение отрезка С Р опустим из точки 
А перпендикуляр АЕ. З аметим, что L РСВ = 600 -
- L РСА = L АСР; поэтому треугольник РСВ равен 
треугольнику РСА, а АР = ВР = 5. Значит, треугольнИI< 
АРР прямоуголен, откуда LAPE = 180° - 60° - 900 = 
= 300. Следовательно, АЕ = 2, а ЕР = 2 -VЗ, Таким 
образом, 

АС = -У(2)2 + (3 + 2 -V з)t = -У25 + 12 -V3 � 6,7664 см. 

[s. s. М., 33, 450 (April 1933) .] 
202. Поскольку остаток не меняется, делитель обязан 

быть нечетным. Далее, 1453 - 1 108=345, 1844 - 1453=. 
= 391 ,  228 1 - 1844 = 437. Теперь заметим, чтО 
437 - 391 = 391 - 345 = 46 = 2 ·  (23) . Так как всегда 
справедливо соотношение 

(N1d + г) - (N2d +1r) = d(N1 - N2). 
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искомое число р авно 23, а соответствующий остаток ра
вен 4. 

[М. М., 35, 62 (January 1 962) .] 
203. Цифра с может совпадать только с 3 или 4. 

Однако ЧИС"10 (64 644) 2 - деСЯТИЗН8ЧНО. Поэтому един
ственным решением нашей задачи будет (27 273) 2 = 
= 743 816 529. 

[Н. Ф а р  н у м, S. S. М., 63, 603 (October 1963) .] 
Это решение будет единственным даже в том слу

чае, если м ы  отбросим ограничение аЬ = с3. Более того, 
27 273 = 3 (909 1 ) , а 909 1 представляет собой наиболь
ший простой делитель любого квадрата, составлешюго 
из девяти неповторяющихся ненудевых цифр. 

204. Один из двух заданных треугольников вовсе не 
нужно разрезать, а другой следует разрезать на пе
СIЮЛЬКО равнобедренных треугольнпков. ЕСЛII IIСХОДНЫЙ 

~ 
'\[7- --

- - т - -, , , I 

треугольник прямоуго.'IьпыЙ, то р азрез нужно провести 
по медиапе, опущенной на гипотепузу. Тупоугольный 
треугольник следует разрезать сначала на два прямо
угольных треугольника вдоль высоты, опущенной на  
самую большую из  сторон, а затем поступить· так  же, 
как и в предыдущем случае. Наконец, ОСТРОУГОJIЬНЫЙ 
треугольник можно разбить на три равнобедренных 
треугольника, проведя разрезы вдоль отрезков, соеди
няющих центр окружности, описанной около данного 
треугольника, с его вершинами. 

[Л у 1 1  С Р. Ч е й  з, S. S. М., 30, 949 (November 1 930) .] 

205. Пусть Ь = (х - � )'/1 И а = (1 _ � )'/2 ; тогда 

х = а + Ь, О) 
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а поскольку x;f=O, 

Ь _ а = Ь2 - а2 = х - 1 = 1 _ -.!. 
Ь + а х х 

Складывая ( 1 )  и (2) , получим 

1 
2Ь = х - х + 1 = lJ2 + 1 ,  

откуда Ь = 1 .  
Следовательно. 

I 1 + --15 
х - х- = I , х2 - х - l = 0 и х = -2 • 

Однако исходному уравнению удовлетворяет только 

1 + -v'5  
х =  2 • 

(2) 

[По М. А н с е л  о у н и С. К у  к, А.  М. М., 62, 728 (December 
1 955) .] 

(А кстати, как решал это уравнение профессор Умбуд· 
жо? - Ред.) * 

206. Возьмем 1 00 мужчин и будем записывать каж
дую IIЗ четырех характеРllСТИК для каждого из мужчин, 
который этой характеристикой обладает. В результате 
мы получим 70 + 75 + 85 + 90 = 320 записей. Поскольку 
на 100 мужчин приходится 320 записей, можно заме· 
тить, что при самом равномерном распределении харак
теристик среди мужчин на одного мужчину придется не 
менее 3 характеристик. Следовательно *, по крайней 
мере 20 мужчин (или 20% )  обладают всеми четырьмя 
характеристиками. В общем случае если n - число раз
личных характеристик, а Pi - процент мужчин, обла· 
дающих i-й характеристикой, то процент Р мужчин, об· 
ладающих всеми n характеристиками, находится по фор
муле 

n 
р =  L pl - I00 (n - l). 

i=1 

[М. М.,  38, 2 1 1 .(September 1965) .] 
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207. Пусть (1 и D - точки пересечения прямой АВ 
с границей Ь. Поскольку ширина даННОI"I области рав
lIа 1, CD � \ *. Но (АС + СВ) + (BD + DA ) = 2CD. 

Следовательно, по крайней мере одна из величин 
(АС + СВ) и (BD + DA) не превосходит 1 .  

[Л. М о з  е р .] 

208. В общем случае n\ < (n + 1 ) n, поскольку каж
дый из n сомножителей, стоящих в левон части, меньше 
(n + 1 ) .  Поэтому 

(n!)/! n\ < (nl)n (n + l)n или (n!)n+ l < [(n + 1) 1)". 
Извлекая из обеих частей данного неравенства корень 
степени n (n + 1 ) ,  мы получим 

(n!)l/n
' < [(n + l)!] l{(n+ I). 

В нашем конкретном случае мы могли бы рассуждать 
11 так. Допустим, что (8!) '/. ;;;;::-: (91 )"'·. Возведя обе части 
данного неравенства в 72-ю степень, мы придем к не
равенству (8!) 9 ;;;;::-: (91) 8, ложность которого станет оче. 
видной, если мы разделим обе его части на (8 ! ) 8. (Дей
ствительно, мы получим при этом 8! ;;;;::-: 98, что неверно.) 8 9 
Таким обр азом, ""'8'! < ""'9!. 

209. Последовательность Фибоначчи удовлетворяет 
рекуррентному соотношению рn + Рn+1 = рn+2, поэтому 
любые три последовательных числа Фибоначчи удовлет
ВОРЯЮТ уравнению х .:+  у = г. Следовательно, все че· 
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тыре вершины нашего тетраэдра лежат в одной плоско
сти, а его объем равен О. 

Мы можем заметить� что все рассуждения сохранятся 
I1 в том случае, если координаты вершин не будут сов
падать с 1 2  последовательными числами Ф ибоначчи. до
статочно, чтобы координаты каждой из вершин совпа
дали с любыми тремя последовательными Чl!слами Фи
бонаЧЧII. 

2 10. Если мы разрежем правильный октаэдр ABCDEF 
вдоль некоторых ребер, то затем его можно будет «раз
вернуть» на плоскость; при  этом получится параЛ.'Iело
грамм ADD' А', состоящий из шести р авносторонних 

L 

А' с В А 

Vi1V\ 11 F Е IJ 
С" " , \Х 

{j'X \ l e_x 
С J 
, \ Х 1__ _�� В" L К А" 

треУГОЛЬНIIКОВ. -(Треугольников получится 6, а не 8 по
тому, что при такой «развертке» ребра АС, СВ и АВ 
располагаются вдоль одной прямой; то же относится 
11 к ребрам пЕ, ЕР и Рп. В результате «исчезают» две 
грани: АСВ и DEF.) Отсюда видно, что периметр сече
ния, параллельного, например, грани Аве, равен длине 
отрезка АА' на нашей «развертке», то есть Зе. 

Если А! = х (см. р исунок) , то сечение представляет 
собой шестиугольник, который можно получить, отрезав 
от углов равностороннего треугольника со стороной е+х 
три меньших равносторонних треугольника со сторо
ной х. Следовательно, стороны такого шестиугольника, 
длина которых х и е - х, чередуются между собой, а его 
площадь равна [(е +х)2 - Зх2J ,уЗ/4 и принимает ми
НIIмальное значение при х = О и максимальное - при 
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х = е/2. Макснмальныi'r шестиугольник получится, когда 
сечение пройдет через середины ребер октаэдра. Этот 
шестиугольник будет прави.'IЬНЫМ, а его площадь соста
ВIIТ 3/2 площади грани ОIпаэдра. 

21 1 . Рассмотрим конечную числовую последователь
ность 1 ,  2, . . .  , n. Среди ее членов есть один и только 
один член 8. в разложеНIIИ которого на простые сомно
жители 2 содержится в максимальной степени. Обозна
чим наименьшее общее кратное всех членов данной по
следовательностн через 2М. Умножим далее обе части 
равенства S = 1 + '/2 + '/3 ' "  + '/n на м. В правой ча
сти каждое слагаемое, за исключением 1 /8, после умно
жения на М даст целое число. Число М/8 не может 
быть целым, поскольку после всех сокращений в знаме
нателе этой '  дроби останется 2. Следовательно, число 
SM (а значит, и S) не может быть целым. 

212. Каждое целое число можно представить в одном 
из следующих видов: 4k, 4k + 1 ,  4k + 2 или 4k + 3. По
ЭТОМУ квадраты целых чисел представимы либо в виде 
4k, либо в виде 4k + 1 ,  а сумма двух таких квадратов 
имеет вид 4k, или 4k + 1 .  или. наконец, 4k + 2. Любое 
нечетное число имеет ВIIД 4k + 1 или 4k + 3; следова· 
тельно, не только среди трех, но даже и средн двух по· 
следовательных нечетных чисел обязательно есть одно, 
не представимое в внде суммы двух квадратов. 

213. Пусть R - сумма заданных векторов. Повернем 
всю нашу конфигурацию вокруг центра О на 2п/n ра
диан. Тогда конфигурация совместится сама с соБОlr, 
а вектор R тоже повернется на 2п/n радиан и перейдет 
в R'. Ясно, что R = R', НО поскольку эти два вектора 
отличаются направлением, R = R' = О. 

[Р. К о у ч м э н, М. М., 26, 287 (Мау 1 953) .] 

214. Рассмотрим канонически расположенный эллипс 
Ь2х2 + а2у2 = а2Ь2• Геометрическое место точек пересе
чения двух взаимно перп€ндикулярны'Х касательных к 
ЭТОМУ эллипсу представляет собой ОI<РУЖНОСТЬ х2+у2= 
= а2 + Ь2 *. Отсюда следует, что если мы зафиксируем 
две взаимно перпендикуляrные прямые и будем пере
мещать эллипс по ПЛОСI<ОСТИ так, чтобы он их касался, 
то его центр будет все время отстоять от точки пересе
чения этих прямых на расстояние, равное (а2 + Ь2) '/2. 
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Примем данные две прямые за оси координат, тогда 
центр нашего эллипса будет ближе всего расположен 
к этим осям в точках (а, Ь) и (Ь, а) . Следовательно, при 
движении эллипса его центр опишет меньшую дугу 

у .",.,.. - - - - --........ , ;' , , 
/ \ 

I \ 
I \ 
I \ 
I ' 
I I 
\ / \ I \ / 

\�------�--�7/� x 
О '  " ,,/"'/ --- - - _  ....... 

окружности х2 + у2 = а2 + Ь2, заключенную между эти
ми  точками. (Длина такой дуги равна 

а2 _ Ь2 ) 
(а2 + Ь2)'/' arctg '2аЬ • 

[А. С т р о й к, М. М., 24 , 23 1 (March 195 1 ) .] 

2 15. Общий член последовательности 1 1 , 14, 1 7  . . •  

равен 8 + 3n, а общий член последовательности 4, 1О, 
18  . . .  равен n2+3n. Первый целый куб, превышающий 1 1 , 
равен 27 = 33. Для того чтобы выражение под первым 
радикалом равнялось 27, соответствующее выражение 
под вторым радикаJIОМ должно равняться 43 = 64, по
скольку 1 1 + 1 6  = 27. Но для того, чтобы под вторым 
радикалом стояло 64 = 14 + 50, под третьим радикалом 
должно оказаться 53 = 125. В общем случае можно ска
Зrl ТЬ, что если под (n + I ) -M радикалом СТОит (n + 3) 3, 
то выражение под n-м радикалом равно (8 + 3n) +; 
+ (n2 + 3n) {I(n + 3)3 = (n + 2)3. Следовательно, исходная 
величина равна 3 *. 

[Э. к а р с т, М. М., 32, 1 69 (January 1959) .] 

216. Последовательность Фибоначчи удовлетворяет 
соотношению Fn+2 = Fn + Fn+ I ,  F, = F2 = 1 .  Если мы 
возьмем три члена этоiJ последовательности и обозначим 
их в порядке возрастания соответственно через а, Ь и с, 
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то обнаружим, что с ;?:  а + Ь. Следовательно, ни у ка
кого треугольника ДЛJШЫ всех сторон не MorYT выра
жаться числами Фибоначчи, поскольку сумма JIюбых 
двух сторон треугольника всегда больше третьей сто
роны. 

[Н. М и л л е р, А. М. М.,  60, 1 9 1  (March 1953) .] 
2 1 7. Представим себе шар радиуса k, ограниченный 

топкой растяжимой мембраной, которая удерживает со
гласно законам поверхностного натяжения жидкосп" 
находящуюся внутри данного шара. Проткнем теперь 
наш шар вдоль диаметра и вставим внутрь цилиндриче
скую трубку длиной 2k, способную растягиваться в ра
диальном направлении таким образом, чтобы не поте
рять при этом ни капли жидкости. После того, как диа
метр трубки (но не ее д.1ина) увеличится, поверхностное 

натяжение придаст внешней части мембраны форму 
участка сферы большего радиуса R; причем объем по
лучившегося «обручалыюго кольца» останется неИЗМС'JI
ным. Длина внутренней ОКРУЖНОСl и такого «кольца», 
2п "';  R2 - k"!., увеличится по сравнению с тем, что было 
до растяжеlJИЯ, а толщина кольца R - ,..; R2- k\ наобо
рот, уменьшится. Итак, объем той части шара радиуса 
R, которая осталась после того. как в шаре проделали 
цилиндрическое отверстие длиной 2k, равен объему 
шара радиуса k, то есть 4пkЗ/3. Следовательно, объем 
оставшейся части не зависит от радиуса исходного 
шара. В нашем случае V = 4п (5З) /3 � 523,6 смЗ• 

2 18. Если человек дважды проделает путь на работу 
и обратно первым способом, то при этом он два раза 
проедет расстояние между ДОМО:\1 и работой на 1 ранс
порте и дважды пройдет ero пеШI<ОМ ,  затратив на все 
3 часа. Следовательно, он может пешком добраться до 
работы и вернуться назад за 3-'/2 = 2 1/2 часа. 
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219. Любое число в системе счисления с основанием , 
представимо в виде аогn + alrn-I + . . . + аnrO. Если в 
произведении неСIЮЛЬКИХ целых чисел хотя бы один из 
сомножителей четен, то и все произведение четно; в про
тивпом случае оно нечетно. Далее, если r нечетно, то 
и г" нечетно; поэтому четность каждого из слагаемых 
а" г" нашей сумм ы  совпадает с четностью соответствую
щего а". Если мы сложим любое количество четных Сла4 
гаемых или четное число нечетных слагаемы'х, то сумма 
окажется четной. Если же мы сложим четные числа с не4 
четным или возьмем печетное число нечетных слагае
мых, то сумм а  будет нечетной. Следовательно, цепое 
число, записанное в системе счисления с нечетным осно
ванием, нечетно в том и ТОЛЫЮ В 10М случае, если оно 
содержит нечетное число нечетных цифр. 

[N. М. М., 1 2, 1 97 (January 1938) ,] 
220. у ромбического додекаэдра есть восемь вершин 

Т, в которых сходятся по три ребра, и шесть вершин Р, 
в которых сходятся по четыре ребра.  Непосредственными 

соседями вершин Т служат вершины F, а соседями вер
шин F - вершипы Т. Следовательно, при любом выбран
ном маршруте вершины Т и вершины F будут чередо
ваться. Но из 8 символов Т и 6 символов F нельзя со
ставить черел.ующуюся последовательность незаВIIСИМО 
от того, хотпм мы или нет вернуться в конце в IIСХОДНЫЙ 
пункт. 

[А. Р о з  е н т а .'1 ь, А. М. М. , 53, 593 (December 1946) .] 
Вершины Т определяют некоторый куб, а вершины 

F - правильный октаэдр. Неразрешимость данной за
дачи можно легко увидеть с помощью диаграммы Шле
геля из книги Н. S. С о х е t е г, Regular Polytopes, Met
huen, 1948, 8. 
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221 .  Кубическими ячейками, очевидно, можно запол
нить пространство. Рассмотрим часть кубической ре-
тетки, изображенную на рисунке. Средний куб м ы  оста
ВJlМ нетронутым, а в каждом из «окаймляющих» кубов 
проведем плоскости через все шесть п ар противополож
ных ребер. При этом «окаймляющие» кубы разобьются 
на шесть конгруэнтных пирамид с квадратными основа
ниями и боковыми ребрами, равными половине ДИ8.ГО
нали куба. Пирамиды, примыкающие к нетронутому 

кубу, и образуют вместе с последним ромбический до
декаэдр, причем ребра куба служат диагоналями гра
ней этого додекаэдра. Отсюда ясно, что ромбическими 
додекаэдрами можно заполнить все пространство. 

Как следствие мы получаем, что объем ромбического 
додекаэдра равен удвоенному объему куба, ребро кото
рого совпадает с меньшей диагональю грани данного 
додекаэдра. 

222. Применяя данное рекуррентное соотношение не
ско.'1ЬКО раз, МЫ получим 

рn = Рn-I + рn-2 = Рn-2 + 2Fn-з + рn-4 = 
= Fn-з + Рn-4 + 2 Рn-4 + 2Рn-5 + Fn-i = 

= 5Р n-4 + 3Р n-5· 
Далее, Р5 = 5, поэтому каждый пятый член последова
тельности Фибоначчи делится на 5. 

(Е. М. Ш е й  е р, А. М. М., 67, 694 (August 1960) .] 
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А именно: 1 ,  1 ,  2, 3, 5, 8, 13, 2 1 ,  34, 55, 89, 1 44, 233, 
377, 610, . . . . 

223. Поскольку 1 88 · 8  = 1 504, первое О должно быть 
больше 1 .  После умножения этого О на первое Е М Н04 
жителя должно получиться число �8;  так что О = 3, 
а Е = 2. Числами вида 3ЕЕ, которые после умножения 
lIа 2 давали бы ЕОЕ, могут быть только З06, 308, 326, 
З28, 346 и 348. Но если мы умножим эти числа на 4 
н 6, то ни в одном случае не получится выражение 
ЕОЕЕ. Если же мы умножим их на 8, то при этом только 
последние два числа дадут выражение вида ЕОЕЕ. Да. 
лее, 346 · 28 = 9688; следовательно, единственное реше· 
ние имеет вид 

348 
28 

2 784 
696 

9 744 
[У. Ч н н н .] 

224. Пусть у прямоугольника ABCD стороны АВ = 
= CD = х, а AD = ВС = у, где х � у. СовмеСТИ!II вер-

А 

Q 

D О 

�-............... , -, - -, , , , , 
О 

а 

с 

шину С с А ;  обозначим линию сгиба через PQ. В силу 
симметрии РС = РА = CQ = AQ,  так что отрезок А С  
перпендикулярен P Q  и делит его пополам в точ,,:е О. 
Треугольник АОР подобен треугольнику АВС, оп<уда 

и 
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РО АО 
ве = АВ 

PQ = 2PO = 2 ( Ао ) (ве) = у .yx2 + y'l.. 
А В х 

[А. У э il н, S. S. М., 64, 24 1 (March 1964) .) 



225. Если человек жил в 1937 г., то в 1849 г. ему 
Jlе могло быть 43 года : 1 849 = (43 ) 2  *. Следовательно, 
ему было 44 года в 1936 г. В силу заданных условий 

44 + tn = d2; 0 <  tn < 13.  

Единственным ue.,.lbIM решением будет m = 5, d = 7. 
Т�ким образом, человек родился 7 мая 1892 г. 

- [л. г. М е й е р, N. М. М . . 1 1 , 282 (March 1937) .] 

226. Непосредственной лодстановкой мы можем убе
диться, что х = О и х = а + Ь - решения нашего урав
нения. Более того, если m + n= 1 /т + 1 /n, то (т + n) Х Х (тn - 1 )  = о. Следовательно, при х * О и *а + Ь 

х -; а + х -:; ь = 0, то есть (а + Ь) х = а2 + Ь2• 

Поэтому третьим корнем нашего уравнения будет 
(а2 + Ь2) / (а + Ь) . 

227. Поскольку сумма внутренних углов треугольника 
равна двум прямым, или 1 80°, L CBA = L CAB = 800, 
L СВМ = 200 и L BAN = 50° = L BNA (так что 
BN = АВ) . Проведем Л'1R параллельно АВ и соединим 
точки А и R отрезком AR, пересеI\ающим ВМ в ТОЧI,е п. 
Проведем ND. В силу симметрии треугольники ABD и 
DRM - равнобедренные; значит, их углы соответственно 

В 

�------�----���C 

равны между собой. Далее, BD = АВ = BN, откуда 
L BND = L BDN = 80° и L NDR = 40°. Теперь заме
тим, что L MRC = 80°; следовательно, L NRD = 400 = 
= L NDR и ND = NR. Поскольку DM = MR, отрезок 
NM перпендикулярен отрезку DR и делит его пополам. 
Таким образом, L BMN = 600/2 = 300. 

[М. М., 39, 253 (September 1966) .] 

228. Посколы<у каждое из n различных неотрицатель
ных чисел О. 1 ,  2, . . . , (n - 1 )  меньше n, наше утвер
ждение, очевидно, не верно. Тем не менее если потребо-
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вать, чтобы среДII данных деревьев не было ни одного 
совершенно голого дерева,  то это утверждение ОI<ажется 
справедливым, посколы<у множество, состоящее из чIl
сел 1 ,  2, . . .  , (n - 1 ) ,  содержит меньше чем n Э.lJемен
тов. (Если мы возьмем n произвольных чисел из дан
ного множества,  то среди них заведомо окажутся хотя 
бы два одинаковых числа . )  

229. Одно решение очевидно: (x, y) = (-I , O) .  Более 
того, легко заметить, что х не может прнtшмать других 
отрицательных значеннй, поскольку у2 не ОТРlщатеJlЬНО. 
Запишем наше уравнение в виде 

хз + 1 = (х + l ) (x2 - Х + 1 )  = 

= (х + 1)2 (х - 2 + х � I ) = у2. 
3 

Далее, выражение х + 1 будет целым ТОЛЫ{Q при Х = О 
или х = 2. Отсюда * м ы  можем найти оставшнеся че
тыре решения: (О, + 1 ) и (2, +3) . Других решений нет. 

230. Допустим, что такая триангуляция осуществима 
с помощью графа а. Если мы удалим линию, соединяю
щую две нечетные вершины (при этом образуется одна 
«страна», граничащая с четырьмя ДРУГИМИ «странами») , 

ТО получится HOBLIJI граф а', у которого все вершины 
окажутся четными. Поэтому мы сможем окрасить 
«страны» а' в два цвета (скажем , красный и черный) 
тЗI<, чтобы граничащие между собой «страны» БЫЛII 
окрашены в раЗные цвета. Пусть r и Ь обозначают ЧИСJIО 
«стран» графа а', ОI\рашеЮIЫХ соответственно в крас
ный и черный цвета. Мы можем предположить без огра
ничения общности, что единственная «страна», гранича ·  

168 



щая с четырьмя «странами», окрашена в красный цвет. 
Лосколы{у каждая из оставшихся «стран» граничит с 

4 + (r - I ) 3  
тремя другими, Ь = 3 . Однако это число не 

будет целым ни при КЗI<Ом Г. Следовательно, ИСI<Оl\lOiI 
триаНГУЛЯЦИII не существует. 

[Дж. У. М У н, А. М. М., 72, 8 1  (January 1 965) .] 

231 . Прогулка длилась 6 часов. Допустим, Чl 0 l\i bl 
продолжили часовую стреЛI<У в обратном lIапраВJIении. 
Если в начале ПРОГУJll<И часовая и минутная  стрелки 
были совмещены, то через шесть часов часовая стрелка 
и ее продолжение просто поменяются местами, а минут
ная стрелка, описав ровно шесть кругов, вернется в ис
ходную ПОЗИЦIIЮ 11,  следовательно, совпадет с продол
жением часОвой стрелки. 

[Ч. С э л к и н д, A.f. M. , 28, 24 1 (March 1955) .] 

232. Имеем следующую цепочку равенств: 

1 1 - х 
( 1 + х) ( 1 + х2) ( 1 + х4 ) ( 1 + х8) = l - xl6 = 
= ( I - x) ( 1 + хlб + хЗ2 + х4В + . . .  ) = 

= I - х + xl6 - Xl7 + ХЗ2 - х33 + . . . . 

[М. С. К л  а м к и  н, }И. М., 29, 53 (September 1 955) .1 
233. Рассмотрев параJIлелограммы и подобные тре

угольники, изображенные на рисунке, мы можем соста
вить С.'Iедующие ПрОIlОрЦИИ : а' :  а = Ь1 : Ь ;  а' : а = С2 : с; 

с 

Ь' : Ь = Сl : с; Ь' : Ь = а2 : а; с' : с = Ь2 : Ь ; с' :  с = аl : а. 
Эти равенства вместе с тождествами а' : а = а' : а; 
Ь' : Ь = Ь' :  Ь ;  с' : с = с' : с составляют в совокупности 
систему из девяти уравнений. 
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Сложив все девять уравнений, мы получим 
з (� + � + �) = аl + а' + а2 + а Ь с а 

+ Ь. + Ь' + Ь2 + с. + с' + С2 = 3. ь с 
а' Ь' с' СJJедовательно, -- + -ь + - = 1 .  а с 

[S. S. М., 55, 660 (November 1 955) .] 
234. Если мы поделим  3 16 на 1 1 , то получим частное, 

равное 28, и 8 8 остатке ; но 8 :  ( 1 3  - 1 1 ) = 4. Следова
тельно, искомые два слагаемых равны соответственно 
4 · 1 3 = 52 и 264. Можно также представить 3 1 6  в виде 
суммы чисел 52 + 1 1 · 1 3 = 195 и 264 - 1 1 · 13 = 1 2 1 .  

235. В шестеричной системе счисления 

12 = 1 ,  22 = 4, 32 = 1 3, 42 = 24 и 52 = 41 .  
Следовательно, F = 1 .  Аналогично 1 ] 2 = 1 2 1 ,  222 = 524, 
332 = 20 13, 442 = 3344 и 552 = 540 1 ,  откуда Е = 2. Та
ким образом, первоначаЛЬНQ запись имела вид 1 5 324 = 
= ( 1 22) 2. 

Мы получили также в качестве «бесплатного прило
жеllИЯ» равенство 53 24 1 = (22 1 ) 2. 

236. Приятель Вилли, слишком понадеявшись на ме
тод «проб и ошибок», УПУСТIIЛ из виду один факт, кото
рый IIIОГ  бы ему весьма пр"годиться. Дело в том, что 
если мы возьмем многочлен Р (х) с целыми коэффи
циентаМ II и два различных целых числа а и Ь, то 
Р (а) - Р(Ь)  разделится без остатка на а - Ь. Об"зна
чим возраст Вилли через А,  а то самое число «побольше», 
которое подставлял в уравнение приятель Вилли, - че
рез N. Тогда 85 - 77 = 8 разделится на N - 7; 77 раз
делится на А - 7; 85 разделится на А - N и будет спра
ведливо неравенство 7 < N < А. Отсюда следует, что N 
совпадает с одним из чисел 8, 9, 1 1 , 1 5, а А - с одним из 
чисел 14, 18, 84. ПОСI\ОЛЫ<У 85 делится на А - N, число N 
должно равнят ься 9, а А = 1 4. Таким образом, ВИЛЛl1 IIС
полнилось 1 4  лет. 

[Д. к. Б. М а р Ш, А. М. М . . 64, 593 (October 1 957) .J 
Многочлен из нашей задачи обязан иметь вид 

(х - 7) (х - 9) (х - 1 4) Q (x) - 3 \:2 + 52х - 140. 
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237. Если мы изобразим в декартовых координатах 
кривую зависимости v от t, то площадь под такой кривой 
( 1  квадратная единица) совпадает с площадью равно
бедренного треугольника с основанием 1 и высотой, рав
ной 2. Угловые коэффициенты сторон такого треуголь
ника равны ±4. Часть нашей кривой обязана выйти за 
пределы треугольнИ!<а или, на худой конеи, совпасть 

I I 
и 

t 

с его сторонами. Поэтому в некоторой точке угловой 
коэффициент касательной к этой кривой �4 по абсо
.ТIютноЙ величине. 

[Р. М. Е. J., 1 ,  280 (November 1952) .] 

238. Все 1- и 2-центовые марки можно разбить на 
одинаковые кучки стоимостью по 12 иентов каждая. Об
щая сумма, затраченная на такие марки, должна де
литься на 5, то есть она равна 60 центам. Следователь
но, мальчик купил пять 2-центовых марок, пятьдесят 
I -центовых и восемь 5-центовых ма рок. 

[М. М., 32, 17 1  рапиагу 1 959) .] 

239. Если из конечного множества объектов выбран 
один, то наилучший способ, с помощью которого спра
шивающий может его определнть, заключается в сле
дующем. На каждом шаге нужно выяснить, обладает ли 
данный объект свойством, которое есть ровно у поло
вины «подозреваемых» объектов. В этом случае при лю
бом ответе число «подозреваемых» объектов уменьшается 
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ровно вдвое. Применяя такой способ, спрашивающий 
может, задав 20 вопросов, определить любое задуман
ное натуральное ЧIIСЛО, не превышающее 220. 

Например, на i-M шаге (i = 1 ,  2, . . .  , 20) можно за
дать вопрос: «Если число записать в двоичной системе, 
то будет ли его i-я цифра равна 1 ?» Отметим, что если 
на все вопросы мы получим ответ «нет», то искомое чис
ло 2 1 -значно (в двоичной системе) и состоит из 1 ,  за 
которой следуют 20 нулей, то есть равно 220. Если хотя 
бы на один из вопросов получен ответ «да», то задуман
ное число, самое большее, 20-значно и полностью опре
деляется после 20 ответов. 

(Х. Г е х м а н. А. М. М., 58, 40 рапиагу 1 95 1 ) .] 

240. Наш гексаэдр составлен из двух правильных 
тетраэдров объема Vt • Далее заметим,  что Vt/Vo = 1/. 
(см. решение задачи 1 1 3 ) ,  где Vо - объем октаэдра. От
куда , обозначив объем гексаэдра через Vh, мы  получим 
V,JVo = 1/2' Кроме того, поверхность гексаэдра состав
ляет % поверхности октаэдра, так что Sh/SO = 3/4. По
скольку V" = r" S,J3 и Vo = roSo/3, мы находим, что 
r,Jro = ( V,J Vo) (So/S,,) = 2/з. 

[Х. И В с, А. М. М., 56, 693 (ОесеmЬег 1 949) .] 

241 .  Теорема Стюарта утверждает, что произведение 
квадрата расстояния ТОЧI<И, принадлежащей основанию 
треУГОЛЬНJlка, до противолежащей вершины на длину 

основания равно сумме произведепий квадратов боковых 
сторон на несмежные с I1И l\Ш отреЗIПf, на которые дан
пая ТОЧI{а разбивает основание, минус произведеНIIе ДЛЮI 
этих отрезков на длину основания. 
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Применив эту теорему к треугольнику, образован
ному центраМII нашпх трех кругов (см. рисунок) , мы 
получим 

1 5  ( 1 5  - х)2 = 1 0  ( 1 0  + х)2 + 5 (5 + х)2 - 15 · 1 0 · 5. 
Это уравнение приводится к виду 700х = 3000. Сж'дова .. 
тельно, диаметр наибольшего круга, КОТОРЫЙ можно вы
пилить из оставшегося куска фанеры, равен 30/7 см. 
Разумеется, мы все время пренебрегаем в данной задаче 
то.'1щиной лобзика. 

[S. S. M., 59, 326 (АргН 1 959) .] 
242. Если мы из n красных и n черных шаров вы

бираем ПРОИЗВОЛЫIЫМ образом n шаров, то число воз
r.lOжных комбинаций равно * 

СП СО СП + С\ C,Z- I  
+ 

с2 сn-2 + 2n == 11. . Il. n ·  n n ·  Il • • • 

. . .  + c�- l . C� + C� . C�. 
Н Ck Cn-k О n = n , поэтому 

n 
Gn = L (c�y. [=!] 

[М. М., 24, 54 (September 1 950) .] 
Это эквивалентно утверждению, что сумма квадра

тов чисел, стоящих на k-й диагонали треуголынша Пас
каля (см. задачу 1 79) , равна k-MY (среднему) числу из 
(2k - 1 )  -й диагонали. Другое Iюроткое доказательство 
данного соотношения приве.'l г. Силлер [А. М. М. , 42, 46 
(January 1935) .] 

243. С помощью таблицы квадратов можно быстро 
определить, что ALL совпадает с ОДIIIIМ из чисе.'I 1 00, 
144, 400 илн 900, а ТО с 36 пли (' 8 1 .  

Единственное четырехзначное Iшадратное число, сум
ма цифр ,<Оторого представляет собоii ,{вадрат и у IЮ
торого В разряде десятков стоит 1 ,4 или 9, - 5ТО 7396 = 
= XMAS; следовательно, ALL = 900. Поскольку каж
дая буква обозначает только одну цифру, ТО обязано 
совпасть с 8 1 .  Тогда MERRY должно равняться либо 
35 224, либо 34 225. Но из этих двух Чllсел только по
следнее предстаВJlяет собой квадрат. Та ким образом, 
расшифрованная фраза примет вид 

9 34225 7396 8 1  900. 
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Если мы не будем требовать, чтобы суммы цифр сов
падали с некоторыми квадратами, то найдется второе 
решение данной задачи: 

4 27556 3249 81 400. 

244. Очевидно, что центр тяжести однородной по.'1у
окружности радиуса г .'1ежит на перпеНДИl<уляре к диа
метру, восставленном из центра окружности, на рас
стоянии у ОТ этого диаметра. Если мы будем вращать 
нашу окружность вокруг диаметра, то получим сферу. 

I I 
+с.с. I 
: !/  

r I 
_ _ _ _ _ _ _  J. _ _ _ _ _ _  _ 

с.е. 
z 

Первая теорема Паппа I утверждает, что площадь по
верхности, образованной при вращении плоской кривоil 
вокруг прямой, которая лежит в той же плоскости и не 
пересекает данную кривую, равна произведению длины 
этой кривой на длину окружности, описываемой при вра
щении ее центром тяжести. В нашем случае 4лг2 = 
= лг (2лу) , откуда у = 2г/л. 

[,�1. К л а м к и н, М. М., 26, 226 (March 1953) .] 

Вторая теорема Паппа утверждает, что объем тела. 
образованного при вращении плоской области вокруг 
прямой, КО ГО Р J И  лежит в той же плоскости и не пере
се[<ает данную область, равен произведению площаДlf 
этой области на длину окружности, описываемой Прll 
вращении ее центром тяжести. 

Центр тяжести однородного полукруга, очевидно, ле
жит на радиусе г, перпендикулярном диаметру, на рас
стоянии z ОТ этого диаметра. При вращении полукруга 
вокруг этого диаметра мы получим шар. Следовате.'1Ь
но, 4лrЗ/3 = (лг2/2) (231Z) , так что z = 4г/3л. 

[М. К л а м [{ и н, М. М., 27, 227 (March 1 954) .] 

I В пашей .'штерзтуре первая и вторая теоремы Паппа бо.1ьruе 
IIЗвестны как теоремы Гюльдена и.�и Гюльдена - Паппа - ПРII.Il. 
перев. 
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245. Если х + у + z = а + Ь + с и хуг = аЬс, то 

аЬс(аЬ + Ьс + са - ху - yz - zx) =  

= k � - � � - � � - � = w � - � � - � � - � = 

= аЬ (х - с) (у - с) (г - с). 

Если бы ни одно из последних трех выражений не об
ращалось в О, то какое-то из них было бы положитель
ным, а остальные два - отрицательными, так что они 
не могли бы равняться друг другу. Поэтому каждое IIЗ 
этих выражений содержит нулевой сомножитель. C.lJe
довательно, множество (х. у, г) совпадает со множеством 
{а, Ь, с}. 

[У. Б л а н д о н, А. М. М., 72, 1 85 (February 1 965) .] 

246. По!{азатели степени, участвующие в данном вы
ражении, образуют последоватедьность - 1 ,  -4, -8, 
- 1 3, - 1 9, -26, . . .  , у которой разность между двумя 
соседними членами возрастает с каждым шагом на 1 .  
Если м ы  запишем наше выражение в системе счисления 
с основанием 6, то получим бесконечную непериодиче
скую дробь 0, 100 10001 0000 1000001 . . . • равную, очевид
но, иррациональному числу. 

[Д. С и л в е р м э н, М. М. , 32, 229 (March 1959) .] 

247. Пусть на скамейке сидит n студентов. Тогда ве
роятность того, что первому из них, закончившему экза
мен, не придется никого беспокоить, когда он будет 
пробираться к проходу, равна, очевидно, 2/n. Следова
тельно, вероятность того, что кому-то из 6 студентов 
придется побеспокоить кого-нибудь из остадьных 5, 

равна 1 - � • : . � . � = :: . 

[Х. и в с, А. М. М., 50, 202 (March 1 943) .] 

248. Проведем окружность радиуса r с центром в 
точке О. Тем же радиусом сделаем засечки в точках А, 
В, С и D. При этом дуги АВ, ВС и CD будут равны 
между собой, а отрезок AD совпадет с некоторым диа
метром данной окружности. Из точе!{ А и D как из 
центров проведем дуги окружностей радиуса АС, кото-
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рые пересекутся в точках Е и Е'. Из точки А как из 
центра проведем окружность радиуса ОЕ, которая пе .. 
ресечет исходную окружность в точках F и О; при этом 

Е 

А 
D 

ТОЧIШ А, F, D и G совпадут с вершинами некоторого 
квадрата, вписанного в данную окружность. 

[Дж. А. Д а й е р, Р. М. Е. J., 1 ,  55 (April 1 950) .] 

Доказательство: АС = г .уз = АЕ; ОЕ =  .у(АЕ)2 - г2 � 
= r .y2= AF. 

249. Фактически было изъято по 5 долларов у 
95 : 5 = 1 9  человек; поэтому первоначальная сумма фон .. 
да составляла 20 · 50 - 5 = 995 долларов. 

250. Как установи.'! Л. С. Фрайерсон, элементы про
извольного магического квадрата третьего порядка мож
но на самом деле представить с помощью трех пара
метров: 

(е + х), 
(е - х +  у), 

(е - у), 

(е - х  - у), 
е, 

(е + х  + у), 

(е + у), 
(е + х - у), 

(е - х). 

Ясно, что эти числа можно переСТа�ИТЬ так, чтобы в 
каждой строке получились арифметические прогрессии 
с одноi, и ТОй же разностью, а в каждом столбце тоже 
ПОЛУЧИЛIIСЬ арифметические прогрессии с общей раз
ностью: 
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(е - х - у), 
(е - х), 

(е - х  + у), 

(е - у), 
е, 

(е + у), 

(е + х - у), 
(е + х), 

(е + х  + у). 



Нам нужно составиТl.> магпческий квадрат третьего 
порядка из множества простых чисел Pi, обладающих 
тем свойством, что все Р; + 2 также просты. Далее за
метим, что все Р; (не равные 3 и 5) должны оканчи
ваться на 9, 7 или 1 .  Поэтому параметр е представляет 
собой среднее арифметическое двух простых чисел, окан
чивающихся соответственно либо на 9 и 9, либо на 7 
и 1 ,  либо па 7 If 7, либо, наконец, на 1 и 1 .  Следова
телыю, элементы нашего квадрата мы должны ИСI{ать 
среди последовательности, образованной меньшими из 
последовательных простых чисел-близнецов: 

3, 5, 1 1 , 1 7, 29 , 4 1 , 59, 7 1 ,  1 0 1 ,  1 07, 137, 1 49, 1 79, 1 9 1 ,  
197, 227, 239, 269, 28 1 ,  . . . .  

Наименьшее значение е, оканчивающееся на 9, ко
торое представляет собой среднее арифметическое по 
крайней M ep� четырех пар простых чисел, определяется 
равенствами 

2 ( 149) = 1 07 + 1 9 1  = 101 + 1 97 = 7 1  + 227 = 59 + 239 = 
= 29 + 269 = 17  + 28 1 .  

(Для любого простого числа < 1 49 и о!<анчивающегося 
на 1 и 7 существует не более трех членов данной по
следовательности с той же конечной цифрой.) Подстав
ляя в среднюю строку привеДенного выше квадрата по
следовательно вместо е число 1 49, а вместо (е - х) и 
(е + х) полученные пары чисел, мы обнаружим, что 
только при одном расположении три из оставшихся пар 
удается поместить на правильные места, а именно: 

1 7  59 1 01 
1 07 1 49 1 9 1  
1 97 239 28 1 

Отсюда мы немедлеllНО находим три магических !<вад-
рата, о которых шла речь в задаче: 

1 9 1 17 239 1 92 18 240 193 1 9  24 1 
1 97 1 49 1 0 1  1 98 150 1 02 199 15 1  1 03 
59 28 1 1 07 60 282 108 6 1  283 109 
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Придворному математику платили в год ge+9 ( 1 49+1 )  =' = 1 350 талеров. 
Этот же результат был получен другим пу1 ем 

А. М. М., 55, 429 (September 1948) . Следующее решение 
нашел У. Б е н с о н: 

2088 1302 4800 
5442 2730 1 8  

660 4 158 3372 

В этом случае годовое жалование придворного матема
тика составляет 24 570 талеров. 

251 .  Из ящика нужно удалить всего лишь два ци
линдра,  Перенумеруем цилиндры, KaI{ показано на ри
сунке. Вынем цилиндры 6 и 16. 

Передвинем ЦИЛИНДрЫ 7-/0 вправо и вверх (см. ри
сунок) . Передвинем циmшдры 1 1-15 влево, цилиндры 

17-20 вверх и влево, а ЦИЛИНДрЫ 21-25 влево. Остав
шиеся ЦИЛИНДРЫ можно передвигать по-разному. На
пример, передвиньте цилиндры 26, 28, 29, 30, 31 Елево; 
прижмите цплиндр 32 к цилиндрам 31 и 37; цилиндр 
27 - к цилиндрам 28 и 32; цилиндр 26 - к цилиндрам 21 
и 22. Передвиньте цилиндр 31 влево; цилиндр 32 -
вплотную к цилиндрам 36 и 37; цилиндр 27 - вверх к 
цилиндру 31;  цилиндры 28, 29, 30 - вверх и влево; ци
ЛИНДРЫ 33, 34, 35 - вверх и вправо. Вставьте цилинд
РЫ 6, 16 И 41 на места, указанные на рисунке. ЕС.IШ 
ЦИЛИНДРЫ в новом расположении плотно прижать друг 
к другу, то расстояние между линиями иентров сосед-
них «колонок» будет равно .у3/2 см. Поэтому вся упа
ковка займет в длину 8 (.уЗ/2) + 1 = 4 .уз + 1 � 7 ,928 < 
< 8 см. Следовательно, теперь уже ЦИЛИНДРЫ при пере
возке будут немного «болтаться», 
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252. Так называемая «малая теорема Ферма» утвер
ждает, что ес.'!и р - простое число, а т не делится 
на р, то mр-l = 1 (mod р) . И соотношение а2 + Ь2 = с2 
можно записать D виде 

(аЗ-1 _ 1 )  + (Ь '-l - 1 ) = с2 - 2 = (с3-1 - 1) - 1 .  

Если бы н н  а, н и  Ь не делились н а  3, то каждое из 
слагаемых, стоящих в левой части нашего равенства, 
делилось бы на 3. Однако правая часть ни при каком 
целом с не делится на 3. Следовательно, по крайней 
мере одно из чисел а, Ь должно быть кратно 3 *. 

253. В двоичной системе счисления наша сумма запи
шется с помощью n единиц, к которым присоединен 
один О. Если мы прибавим к сумме две единицы, то по
лучим число, записывающееся в двоичной системе с по
мощью одной 1, за которой следует n + 1 нуль. Сле
довательно, данная сумма равна 2n+1 - 2. 

254. Заметим прежде всего, что существует по край
ней мере три различных расположения, удовлетворяю
щие условию задачи, которые отличаются между собой 
цветом квадратика, расположенного в центре. 

Исследуем теперь различные логические возможно
сти. Мы можем тремя способами заполнить левый верх
ний угол. В каждом из этих трех случаев можно двумя 
способами выбрать квадратик, стоящий во второй ячейке 
первой строки, а затем еще двумя способами - квадра
тик, стоящий в первqй ячейке второй строки. Выбрав 
указанные три квадратика, мы можем только единствен
ным образом заполнить остальные ячейки. ТaI�ИМ обра
зом, существует всего 3 · 2 · 2 = 12 различных располо
жений. Поворачивая квадрат, мы можем перевести r<аж
дое из них в три других. Следовательно, всего суще
ствует не более 1 2 : 4 = 3 существенно различных рас
положений, а в сочетании со сказанным вначале это 
означает, что IIХ ровно 3. 

[У. Б е н с о н.] 

255. Теорема Паппа утверждает, что если вершины 
некоторогО шеСТИУГО.rrьника расположены, чередуясь, на 
двух прямых, ТО ТОЧI<И пересечения противоположных 
сторон этого шестиуГОJIьюrка I<ОЛЛlшеарны. Обозначим 
через 1 точку пересечения диагоналей (центр) нашего 
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параллелограмма. В силу теоремы Паппа точки (), 1 и Н 
пересечения противоположных сторон шеСТИУГОЛЬНщ<а 
AEDBFCA Iюллинеарны. Теперь осталось заметить, что 

А 

любая прямая, проходящая через центр параллелограм� 
ма, делит его на две равные части 1 .  

[1\1\. Ч а р о ш, М.  М. ,  38, 252 (September 1 965) .] 

256. 1 2 345 =:;;;;; N2 =:;;;;; 54 32 1 ,  поэтому 1 1 3 =:;;;;; N =:;;;;; 22 1 .  
Если мы заПIlшем цпфры Чllсла N в обратном порядке, то 
получившееся при этом число также будет удовлетворять 
данным неравенствам.  Число N2 делится на 5, так что и 
N делится на 5 *. Выпишем все трехзначные числа, деnя .. 
щиеся на 5 и удовлетворяющие данным HepaBeHCTBaM �  
1 1 3, 1 22, 1 31 ,  1 40, 1 45, 1 54, 203, 2 1 2 11 22 1 .  Среди них есть 
только одна пара палиндромов. Возведя в квадрат, 
убеждаемся, что она и дает еДIlнственное решение нашей 
задачи : (221 ) 2 = 53 24 1 , 1 5 324 = ( 1 22) 2. 

В качестве «бесплатного приложения» мы получаем, 
что (203)2 = 42 0 1 3 - еще одной перестановке пяти по� 
следовательных цифр. 

257. Мы можем считать без ограничения оБЩНОСТIl, 
чте а и Ь взаю.шо просты и а > О. Если бы а/Ь + Ь/а = k, 
целому числу, то выполнялось бы равенство а2 + Ь2 =. 
= abk, то есть Ь2 = а (bk - а) . Отсюда следовало бы, что 
Ь2 деюIТСЯ на а; но это возможно ЛИШЬ в случае а = + Ь. 
Таким образом, наша сумма равна целому числу в том 
и только в том случае, когда а = +Ь. 

I Речь ш/l3, О'lевидно, о lIевыпуклом шеСТИУГОЛЫIlII<е. Обозна
чим буквами ero последовательные веРШIJНЫ. В том же ПОРЯДI<е 
обозначим темн же буквами вершины HeKoToporo правильного ше
стиугольника. Назовем противоположными те стороны нашего ше
стиугольника, которым (в тех же обозначениях) соответствуют про
тивоположные стороны правильного шестиуго.%ннка. Именно в ЭТО\\! 
смысле употребляется термин «противоположные» В теореме Пап
па. - П pU.Al. перев. 
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258. Сложить прочны й  квадрат из 1 8  костей домино 
невозмоЖНо. Рассмотрим квадратную сетку 6 Х 6, кото
рая образована из квадрата с помощью ШIТи вертикаль
ных и пяти горизонтальных разделяющих прямых. Каж· 
дая кость домино покрывает ровно две ячейки такой сет
ки. Покроем всю пашу сетку 1 8  JЮСТЯМИ домино. Полу-

чившиikя при этом квадрат будет прочным в том и ТОЛь
ко в том случае, когда каждая разделяющая линия пе
ресечет по крайней мере одну кость домино. 

Слева от каждой вертикальной разделяющей прямой 
находится четное число клеток Поскольку каждое «не
разрезанное» (то есть не пересекаемое данной прямой) 
домино занимает четное число клеток, половинки «раз
резанных» домино также должны занимать слева от ЭТО!I 
прямой четное число клеток Таким образом, если бы 
среди всех разделяющих линий не бы.1J:О ни одной, раз
рушающей прочность, то каждая из них разрезала бы по 
крайней мере две кости. Ясно также, что каждую кость 
можно разрезать только одной разделяющей линией. По
ЭТОI\IУ дЛЯ 1 0  разделяющих линий нам потребуется 20 KO� 
стей домино. Но, посколы<у у нас всего 1 8  костей, по
строить из них прочный квадрат невозможно. 
(с. Г о л о м б, Scientific Aтerican, 1 68 (DесешЬег 1 960) .] 

259. Обозначим наибольший общий делитель чисел х 
и у через (х, у) . Тогда 

(35,58) = (35,23) = ( 1 2,23) = ( 1 2, 1 1 ) = О , 1 1)  = 1 .  

Следовате.'IЬНО, 35 II 58 взаимно просты в любой системе 
rчисления с ОСlIоваНllем > 8. 

[Д. С и л в е р м э 11, М. М., 38, 326 (NоvешЬег 1 965) .] 
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260. Четвертую степень любого четного числа можно 
представить в виде 4k, а любого нечетного - в виде 
4k + 1 .  Следовательно, сумма четвертых степеней любых 
четырех последовательных чисел имеет вид 4k + 2 и, оче
видно, не может равняться четвертой степени це.l0ГО 
чиr.ла. 

261 .  На рисунке показан для N = 3 путь, содержа
щий 2N - 2 = 4 отрезка, проходящиiI через все 32 узлов 
и оканчивающиiIся в точке Е. Если мы добавим два до
полнительных (пунктирных) отрезка, оканчивающнеся 
в точке Р, то получим искомый путь для N = 4. Если м ы  

Х- - -х---х-- -х- - -х--+{] • С I _ 

;�-----...."..-----;� E I I 
� I I I х I 

I I о I 
I 
� 

I I I + Х-4 - -О- - - О- - - - - -о  
F 

добавим еще два отрезка, оканчивающиеся в точке Р, то 
получим нужный путь для N = 5. На самом деле, такой 
процесс добавления по 2 отрезка позволяет построить 
искомый путь для случая  любого, сколь угодно боль
шого, N. 

[М. К л а м к и н, А. М. М, 62, 1 24 (February 1 955) .] 

262. Умножив данное уравнение на 4 и прибавив за
тем 1 к обеим его частям, мы получим 

4х4 + 4хЗ + 4х2 + 4х + 1 = (2у + 1 )2. 
При Х = - 1 ,  у = - 1 или О; при х = О, У = - 1 ,  или О; 
при х = 2, у = -6 или 5; при х = 1 ,  у не будет целым. 

Это единстпенные 6 решений в целых числах данного 
уравнения. Действительно, при х < - 1  или х > 2 левая 
часть преобразованного уравнения будет больше 
(2х2 + х) 2, но меньше (2х2 + х + 1 ) 2. Поэтому ни при ка
ком целом х из этих областей левая часть не может рав
няться целому квадрату. 

[Д. М а р  Ш, А. М. М., 73, 895 (October 1 966) .] 

263. Число q = (Рl + Р2) /2 представляет собой сред
нее арифметическое чисел РI и Р2; поэтому РI < q < Р2. 
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Но Р1 И Р2 - последовательные простые числа; следова� 
тельно, q - составное число. 

[Д ж. Б а у м, М. М., 39, 1 96 (Мау 1 966) .] 
264. Если мы поменяем местами х и и, у и v в урав

нени:и ( 1 ) ,  то получим уравнение (4) , правда, с противо
положным знаком в правой части. Если мы сделаем то 
же самое в уравнении (2) , то получим с той же оговор
кой уравнение (3) . Следовательно, u = -х и v = -у. 
Подставив эти равенства в ( 1 )  и (2) , мы получим 

- 4х + 4у = 1 6  
6х - 2у = - 16 
Вх = - 16 

TaKIIM образом *, Х = -2, у = 2, v = -2, u = 2. 
265. Площади треугольников равной высоты отно

сятся друг к другу как длины соответствующих OCHOBa� 

ниii . Поэтому, обозначив соответствующие площади и 
отрезки так же, ,<ак и на рисунке, мы ПОJlУЧИМ 

А т D A + D  D + A 
А + В = m + n  = G + D = A + B + C + D = -Q-

Аналогично 
В А + В  

B + C = -Q- ; 
С В + С 

C + D = -Q- ; 
D C + D 

D + A  = -Q-

Пере множив между собой данные четыре равеlLCтпа, 
мы и придем I< нужному соотношению: 

А .  В .  С . D = 
( А  + В)2 (В + ср + (С + D)2 (D + А )2 

QI 

[л . Б э н к о ф, М. М., 38, 248 (September 1 965) .] 
n1 + n2 n2 (n2 + 1 ) n2 [ 4n2 + 4 ] 266. f (n) = 2,, + 1  = 2n + l  = 4 2n + 1  = 

= ( ; у . [2n - 1 + 2n � 1 ] . 
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Очевидно, что наибольший общии деJIIlТель чисел n и 
2n + 1 равен 1 .  Поэтому ( (n) может равняться целому 5 
числу только в том случае, когда 2n + I - целое ЧJlС.l0, 

то есть при n = 2, О, -1 или -3. Следовательно, един
ственным целым положительным числом, при котором 
' (n) окажется пеЛblМ, будет n = 2. [В ЭТОМ случае 
' (n) = 4.] 

267. Для того чтобы такое утверждение о\<азалось 
справеДЛИВblМ ,  необходимо, чтобы данные два числа был" 
записаны в разных системах счисления, то есть 342а = 
= 97ь. Если Ь = 10, то, поскольку 3 (4 ) 2  = 48 и 3 (6) 2 = 
= 1 08, а = 5. В самом деле, 3 (5) 2 + 4 (5) + 2 = 97. 

В общем случае из того, что 3а2 + 4а + 2 = 9Ь + 7, 
За2 + 4а - 5 следует, что Ь = 9 . Но т.шая веЛИЧlIна будет 

целой толы<о тогда, когда а = 9х + 5; при этом Ь = 
= 27х2 + 34х + 1 0. Следовательно, существует бесконеч-
110 много решений даНlюii задачи ;  например, 342:; = 97/0, 
342а = 97;1 и т. д. 

268. ОIlI lшем BOI<Pyr данного двенадцаТИУГОЛЬНJlка 
ОКРУЖIlОСТЬ. Тогда станет очевидным, что девять диаго
налей, исходящих из любой вершины, делят угол при  
вершине, равню"\ 1 500, lIа 1 0  равных углов по 1 50 каждыii. 

р,/ г-----к 
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Проведем каждую из диагоналей Р.Р6, Р2Р9, РЗРd, 
р,'рlI, Р5Р.О, Р7Р.2 дО пересечения с диагоналями, исхо
дящими из соседних вершин. Углы Р�РзРв, РЗР',.РII И т. д. 
равны 600; поэтому треугольники, которые опираются на 6 
чередующихся (через одну) сторон нашего двенадцати
угольника, - равносторонние. Отсюда следует, что вер
ШIIНЫ данного М lIогоугольнИ!<а служат вершинаl\l I I  квад
ратов, построенных на остальных 6 сторонах (так КЮ< 
углы P2P;jPS, РЗР2Р9 И т. д. равны 900) . Четвертые сто
роны таких квадратов ограliичивают правильный шест!!
УГОЛЬНИI<, который очевидным образом можно разбить 
Ilа 6 равносторонних треугольников. Таким образом, наш 
двенадцатиуго.'IЬНИК удается разрезать на 1 2  IЮНГРУЭНТ
I lblX раВНОСТОРОН/IНХ треУГОЛЬНI I IЮВ 11 6 конгруэнтных 
квадратов. 

Каждый из уг.'юв Р.Р.2Р", И Р.2Р.Р9 равен 450, так что 
прямые Р'Р9 и P�P.2 совпадают с диагоналями квадрата. 
Р2Рн представляет собой ось симметрии равностороннего 
выпуклого шестиугольника , образованного двумя равно
СТОРОН Н И М И  треугольниками и квадратом. Следовательно, 
Р2Рн проходит через центр данного квадрата. Таl<ИМ об
разом, прямые P1Pg, Р2РI I  И Р4Р'2 пересеl<аются в одно и 
точке. 

269. Если бы вещественный корень данного уравне
ния существовал, то он равнялся бы отрицательному 
числу, скажем, (-у) . Но 

у2 уЗ у2n 
1 - у + 2г - 3! + . . .  + (2n)1 > е-У > О. 

Следовательно, исходное уравнение не имеет веществен
ных корней. 

[Д ж. Л и п м э н, А . М. М. , 67 , 379 (Apri l I 960) .] 
270. Поскольку аг2 + аг + а = аЗ, г2 + r + 1 = а2. Лю

бая цифра а в произвольной системе счисления всегда 
меньше основания r этой системы. Следовательно, дан
ное равенство не может выполняться ни при каl<ИХ а =1= О 
и Г. 

[ч. М а к к р а к е н мл., s. s. М., 52, 24 1 (March 1 952) .] 
271 .  Положим а = 3d, с = 2Ь - 3d. Тогда х + у = 3Ь 

и второе уравнение можно представить в виде 

(х - у)2 = (Ь - 8d)2 - 40d2• 
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откуда 

Однако выражение, стоящее в правой части данного не
равенства, равно .у2 _ ( 1 -.у2 s\)2 � -У2 • .у2 - SI 
чем и завершается доказательство *. 

[Д. Н ь ю м э н, А. М. М., 76, 89 (January 1969) .] 

275. ПУСТЬ ! Zт l = mах I Zi l. Тогда на комплексной 
1 

плоскости все точки Zi будут располагаться внутри KPY� 
га R радиуса I Zm l  с центром в точке Z = о. Очевидно, 
что 6 точек Zi. расположенных на окружности R и обра
зующих правилыIйй шестиугольник, вместе с точкой 
Z\ = О дают n = 7. Если же n � 7 и некоторая точка 
z =1= О расположена не на окружности R, то, п,Рименяя 
теорему косинусов, мы получим, что I Zi - Zj l < I Zm l  для 
некоторых Zi и ZJ*. Следовательно, верхняя  граница для 
n равна 7. 

Максимальные множества задаются следующим об� 
разом: 

S6r = { zi l Zl = O  или Zl = г [соs (� kn + Ь) + 
+ i sin ( �  kn + Ь)] ,  k = O, 1 ,  . . .  , 5 } .  

где б, г - произвольные целые числа, такие, что Г >  О и 
О � б < п/3. 

[По К о р н и а, А .  М. М., 76, 9 1  (January 1 969) .] 

276. Мы покажем, что '8 (2Н8 (3) *" 'в (6) при 5 =1=: 
=1= 1 ,  2, 4, 8. Заметим, что если Хl, Х2 • • • •  , ХВ - целые чис
ла, удовлетворяющие уравнению xi + x� + . . . + х; = 2. 
то (5 - 2) из них равны О, а остальные два равны ± 1 .  
Поэтому 

Аналогично 
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rs (2) = 4C� = 28 (5 - 1). 

1 4 rs (3) = 8Cs = 3 5 (5 - 1 ) (5 - 2). 



Далее, если целые  числа Xt, Х2, • • •  , Xs удовлетворяют 
уrавнению xi + X� + . . .  + .х; = 6, то либо (s - 6) из 
юlХ равны О, а остальные 6 равны + 1 ;  либо s - 3 из IIИХ 
равны О, два из НИХ совпадают с + 1 ,  а оставщееся х, 
равно +2. ПОЭТОМУ 

(3) 6 Сб � 
rs = 4 s + 8sCs- 1  = 

4 = "45 s  (s - 1 )  (s - 2� (s - 3) (s - 4) (s-5)+4s (s- l ) (s - 2). 
Таким образом, 

2 fs (2) = s - l ; fs (3) = з (S - I) (S - 2); 
2 fs (6) = 4"5 (s - 1 )  (s - 2) (s - 3) (s - 4) (s - 5) + 

+ 2 (s - 1 )  (s - 2). 

После ПрОСТЫХ выкладок мы придем к выражению 
2 fs (6) - fs (2Н .. (3) = 4"5 s (s - l ) (s - 2) (s - 4) (s - 8), 

которое отлично от О при s =1= О, 1 ,  2, 3, 4, 8. 
[По Б е й т  м э н, А. М. М., 76, 190 (February 1969).] 

277. Обозначив количество таких наборов через Аn 
и положив Ао = 1 ,  мы ПО"lУЧИМ для n � 1 :  

00 

n 
Аn = L Ak- I ' An-k. * 

k=1 

Если f (х) = L Аnхn, то из формулы ( 1 )  n='J 
{ (х) = 1 + Х · {f (x)}2, ( (О) = 1 ,  так что 

f ) \ - -V\ - 4х (х = 2х • 

( 1 ) 

следует, что 

(2) 

Разлагая правую часть равенства (2) в степенной ряд и 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, 
мы получим для n � О: 

А \ СП (2nl) 
n = n + I 2n = n\ (n + 1) 1  • 

[М. Б ё м е р, А . М. М., 76, 193 (February 1969) .] 
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278. Заметим сначала, что 

р4 (р2 _ 1 2г R) = р4 (р2 _ 12 � .  аьс ) = р. (р2 _ заьс ) _ 
р 4S р -

= рЗ (РЗ _ 32ЬС) = рЗ [(р - а)З + (р - Ь)З + (р - с)З], 

где S - площадь треУГОЛЬНИI<а Т. Далее * 

2 -J7iё . Г . /  /3а = ь + с 'v Р (р - а) � 'v Р (р - а) , 

причем равенство выполняется только в случае Ь = с. 
Аналогично выражаются /3ь и /3е. Таким образом, /3� + 
+ /3� +/3� � рЗ п:: (р - а)З], причем равенство выполняется 
D том И только в том случае, если треугольник равносто
ронниlI. Далее, 

т� = � (2Ь2 + 2с2 - а2) = 

I = '4 {(Ь + с - а) (Ь + с + а) + Ь2 + с2 - 2Ьс} = 

I 
= (р - а) р + '4 (Ь - с)2. 

Отсюда следует, что т1 � р (р - а), и равенство дости
гается талыш при Ь = с. Аналогичные утверждения по
лучаются для ть и те. Поэтому 

m� + m� + m� � Рз [ I:  (р - а)З], 

причем равенство достигается только в равностороннем 
треугольнике. 

(с.  Р е й ч, А . М. М., 76, 198 (February 1 969) .) 

279. Заметим, что если 2 � k � N, то N! + k - со
ставное число. При любом заданном n выберем простое 
число р > n и целое число N � Р + (n - 1 )  n! . Тогда це
лые составные числа N! + р, N! + р + n! ,  . . .  , N! + р + 
+ (n - 1 )  n! будут образовывать арифмеТIIческую про
грессию. Более того, если q - общий простой делитель 
двух из этих чисел, то их разность jn! (О < j < n) дол
жна делиться на q. Следовательно, q � n. Но отсюда вы
текает, что N! делится на q, а значит, и р делится на :1, 
что невозможно. 1 аким образом, все эти числа попарно 
взаимно просты. 

[А. Г а Р II С С С, А . М. М., 76, 199 (February 1969) .] 
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280. Полагая Xk = k !Yk, мы получим 

1 
Yk - Yk- I = - k (Yk-I - Yk-�), k � 4. ( 1 ) 

используя ( 1 )  при k = 4, 5, . . .  , т, мы получим 
(- 1 )т 

!lт - Ут-I = ---тг- ' т � 4. ( 2) 
Суммируя равенства (2) при т = 4, 5, . . .  , n, мы при· 
дем. наконец, к ответу 

n 
� ( - l )ffl 

Хn = n/ � -----тr . 
m ==2 

Заметим,  что последнее равенство справедливо также JI 
П ГШ n = 2, з. 

[А. Б е й г е р, А . М. М., 76, 302 (March 1 969) .] 

281 .  Выберем такое простое число р, чтобы 2/р < 
"< miП (Хi+l - хi) . В силу такого выбора в каждом И l  

отрезков [Х;, Xi+I] содержится по крайней мере два чис.л а 
Вllда k/p. Обозначим любые два таких последователь
IJыx числа через k/p и (k + 1 ) /р. Поскольку k/p = 

= kp/rfl < (kp + 1 ) /р2 < (kp + р) /р2 = ( k +  1 )/р, а kp + I 
и rfl - взаимно просты, число (kp + I ) /р2 представляе г  
собой несократимую дробь, расположенную между дан
ными двумя числами k/p и (k + 1 )/р. Поскольку т = р2_ 
составное число, наше утверждение доказ ано. 

[э. Л е н г ф о р д, А . М. М., 76, З06 (March 1 969) Р 

282. Если f (x) = ах2 + Ьх + с при всех -00 < Х < 
< + 00 и а =1= О, то 

" n 
L (_ 1 )' ml = L {а (х, + X'+ I) + ь} (- о' = 
1==0 i='J { О при нечетном n, 

= 
2ахо + Ь при четном n. 

Поскольку 2ахо + Ь = f' (Хо) ,  в качестве РО 
взять ТОЧI<У ( ь 4ас - Ь2 )  

Ро = - 2а ' 4а • 

достаточно 

I Условие и решеиие этой задачи получили flОIIУЮ формули
ровку, не затроиувшую сути рассуждения. - При,и. перев. 
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И обратно, пусть выполнено псходное соотношеНие. 
Взяв за начало координат РО и положив n = 2, м ы по
лучим 

Зафиксировав Р2, мы найдем, что точка (Xj,y, ) удовлет
воряет уравнению 

2 2 
УХ2 =  Y'l:''C . 

I<оторое задает параболу (случай  У2 = О исключается ус
ловием нелинеЙности) .  Следовательно, данное условпе 
действительно необходимо и достаточно. 

[М. r р и н и н г, А. М. М., 76, 307 (March 1 969) .) 

283. Прежде всего заметим, что Х, у, Z не могут быть 
отрицательными, так как иначе 4х + 4у + 4z не будет це
лым числом. Если Х � у � Z, то из того, что 4х + 4у + 4% 
представляет собой полный квадрат, следует, что суще
ствует такое положительное целое т и такое положи
тельное нечетное число t, при которых . 

1 + 
4

У
-

К + 4
�-K 

= ( t  + 2тt)2. 
Поэтому 

oТl<yдa т = 2у - 2х - 1 .  следователыl,, 

t - 1 = 
4

У-Х - l  (
4

,,-2У+х j. 1  _ t2) = 

= 4У-
К

- 1  (2г-'!у t·x + l  + t) (
2

�-2У+Х j. 1 - (). 

откуда t = 1 и z = 2у - х - 1*. Таким образом, все це
лые решения данного уравнения представимы в виде 
{х, у, 2у - х - I } ,  где х, у произвольны. При этих значе· 
ниях х, у, z наш квадрат равен (2Х + 22У-Х-I) 2. 

[Э. Д ж о н с, А . М. М., 76, 308 (March 1 969) .) 
284. Пусть f (n) - данная сумма.  Слагаемые, входя

щие в f (n) , но не входящие в { (n - 1 ) ,  имеют вид ар = 
= 1 /рn, где 1 ::::;; Р < п и р взаимно просто с n; слагае
мые из {(n - 1 ) , которые не входят в ( (n) , можно запи
сать в Биде Ьр = 1/р (n -- р) , где 1 ::::;; р < n - р  и р 
взаимна просто с n - р, а значит, н с n. Поэтому, произ" 
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водя сум мирование только по тем р, I<OTopble взаимно 
лростUI с n, мы получим 

f (n) - f (n - l) = L ар - L Ьр =  р < n  2р < n  

= Е. (ар + аn-р - Ьр). (*) 
2р <n 

Но ар + аn-р - Ьр = О; следовательно, { (n) = {(n - 1 )  
лр" n � 3. Отсюда и вытекает нужный результат. [Отме
ТИМ, что при n � 3 в (.�) не члена с р = n/2, поскольку 
(р, n) = I .J • 

[д. Б л у м, А. М. М., 76, 41 7 (Мау 1 969) .] 
285. Если бы треугольник HIO был равносторонним, 

то выполнялись бы соотношения 
0[2 = ОН2, ( 1) 
0[2 = 1 Н2. (2) 

Пусть R, р, , - соответственно радиусы описанной, впи
санной окружностей и окружности, вписанной в тре
угольник НtН2НЗ, образованный точками касания впи
санной окружности исходного треугольника с его сто
ронаМII. Известно *, что 

OP = R2 - 2Rp, IH2 = 2p2 - 2Rг. 
OH2 = R'! - 4Rr. 

С1едовательно, из ( 1 )  BbITeI<aeT, что 2, = р. а из (2) � 

что R2 = 2Rp + 2р2 - Rp = Rp + 2р2
, Но Р � Щ2, при

чем равенство Достпгается ТОЛЫШ в равностороннем тре
угольнике АВС*. Значит, 

R + 2 2 �.!f... + 2R2 = R� р р ---=:: 2 4 • 

Та[{им образом, треугольник АВС равносторонний. Но 
в этом случае HIO - вовсе не треугольник, поскольку все 
три точки Н, 1 и О совпадают. 

Далее, ПОСI<ОЛЫ<У L cos А = 1 + p/R, мы получае�I 
р = R/2. Следовательно, треугольшш АВС равносторон
нш", и H = l =  О. 

[с. Р е й  ч, А. М. М., 76, 4 18 (Мау 1969) .] 
286. Следующее доказательство представляет собои 

простое обобщение идеи ПоiIа, с помощью I<ОТОРОЙ мо-
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жно показать, что простых чисел бесконечно много. Пусть 
) ' '� Рn = (2k :l + 1 и пусть т < n. Если р - положитель. 

ное целое число, то 

х2р - 1 = (х + 1 )  (x2P-. - х2р-2 + х2р -З _ • • •  - х2 + х - l). 
Взяв х = (2k)2m и р  = 2n-m-l, м ы  получим, что Рn - 2 де. 
лится на Рт• Следовательно, наибольшиii общий дели· 
тель (Рт, Рn ) � 2. Поскольку Рn нечетно, (Рт, Рn) = 1 ,  

[Н. Ф е л с и н г е р ,  А. М. М., 76, 554 (Мау 1969) .] 

287. Положим 8 (х) = sin (cosx) - х, О � x  � � 11:. Тогда 

8 (О) = sin I > О, 8 ( �  11:) = - � 11: < О н, кроме того, 

8' (х) < О, 0 <  х < � 11:. следователыI,, существует един' 

ственное число О < с < i- 11:, такое, что sin (cos с) = с. 
Если cos (sin d) = d, то sil1 {cos (sin d) } = sin d If 

0 <  sin d < � 11:. Но sin (cos с) = с и с единственно; сле

довательно, с = sin d. Значит, d = cos с и d единствен
но. Более того, поскольку с = sin d, а sin х < х при 
х > О, мы получаем, что с < d. 

[д. Х е й  х а л, А. М. М., 76, 558 (Мау 1969) .] 
288. Чис.'ю 'Л является lюрием многочлена (x - l ) f (x) ; 

поэтому 

'Лn+ .  = (l - а.) лn + (а. - а2) лn- . + . . . + (оn-.-аn) 'л +оn. 
в силу неравенства треугольника 

I Л ln+ · � (I -' а. ) I Л ln + (а. - а2) 1 'Л ln- . + . . .  + 

+ (аn-. - оп) 1 Л I  + on � (l - 0 . ) 1  л r + 
+ (а. - 02) 1 л ln + . . .  + (Оn-. - оп) ! 'л In + 
+ оп 1 'л In = 1 л r. 

Следовательно, I 'Л I � 1 .  Но ПО условию I 'Л I � 1 ;  значит. 
1 '), I = 1 и неравенство треугольника обращается в ра
венство. Таким образом, все числа 

( 1 - 0.) Л", (o. _ �p .. n- . , . . . • (on-. - аn) Л, аn 
ПО.1УЧЮОТСЯ путем у�ножения пекоторого комплексного 
числа на неотрицательные сомножите.'lИ, Кроме того, эти 
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t/I1сла не могут все равняться нулю, так как в ПРОтивном 
случае мы получили бы противоречивое соотНошение 
1 = а! = а2 = . . . = аn = О. 

[сли среди данных чисел только одно отлично ОТ нуля, 
'1'0 справедливы следующие равенства: 

l = at = . . .  = ар ar+ l = . . . = аn = О. 

лn + лn- I + . . . + лn-Г = О, 

л, + лr- I + . . .  + 1 = 0, 

лr+ 1 = 1 . 

[сли два таКIIХ числа отличны от нуля, то, поделив их 
друг на друга, мы получим, что при некотором целом 
s � 1 , ')} > О; откуда л· = 1 .  

_ 
[Х. Ф л е н Д е р с, А.  М. М., 76, 56 1 (Мау 1969) .) 

289. В силу заданных условий х (х - [х) = [х)2, от
куда х = [х) ( 1 + -V"Б)!2, I x l  � I [х] l  и х � О. 

Далее, [х) + 1 �[x] ( 1 + -V"Б)!2 и [x]�2 !(-V5 - 1 )  < 2. 
Следовательно, [х) = О или 1 ,  а х = О или ( 1 + .у5)!2. 

[Д. С и л в е р м э н, М. М., 43, 56 (Jапuагу 1 970) .) 
290. Для доказате.lJЬства Достаточно замеТIIТЬ, что 

25n+ 1  + 5n+2 = 2 (27 + 5)n + 5n (27 - 2) = 27k. 

[А. С а т к л и ф ф, М. М., 43, 56 (Jапuагу 1 970.» )  
291 .  Мы можем считать без ограничения общности, 

что k равно наименьшему целому числу, при котором 
х2 + у2 = 3", причем из условия задачи вытекает, что 
k > О. Тогда х2 + у2 делится на 3, откуда следует, что х 
11 У должны делиться на 3. Значит, х = 3т, у = 3а и 
(3m)2 + (3n) 2 = 3/1. Но тогда т2 + n2 = 3"-2, что проти
воречит МИНlIмальности числа k. 
[Э. Д ж а с т, Н. Ш а у м б е р г е р, М. М., 43, 56 (JППШIГУ 

1 970) . ] 
292. 1 .  Пусть R - радиус описанной окруЖНости. То

гда сторона а = 2R siп А и т. д., а данное неравенство 
пр"мет DИД 

(а + Ь + с) R'l � аЬс. ( l ) 
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ПОСI<ОЛЬКУ 
а + Ь +  с = 2р, abc= 4RS, 

где р - полупериметр, а S - площадь треугольника А 8е, 
мы получаем из ( 1 )  Rp > 2S = 2гр, (2) 
где r - радиус вписанного круга. Но (2) эквивалентно 
известному неравенству R> 2r, 

!шторое обращается в равенство только в случае равно
стороннего треугольника 1 . 

[л. К а  р л и т ц, М. М., 43, 49 (January 1970) .] 

1 1. Поскольку А + 8 + е = n, мы легко можем при
вести данную дробь к виду 

I 1 
2 sin (11/2) sin (В/2) cos {( А + В)/2} = й · 

Найдем максимум веЛИЧIIНЫ D, дЛЯ чего приравняем 
1< нулю соответствующие частные производные: 

�� = sin (8/2) cos (А + В/2) = О, 

:� = sin (А/2) cos (Aj2 + 8) = О. 

Отсюда мы получаем, что величина D достигает cBoero 
абсолютного м аксимума, равного '/4, при А = 8 = n/з. 
с.'lедовательно, исходная дробь достигает своего абсо
лютного минимума, равного 4, при А = В = е = п/з. 

[д. Д у н к а н. М. М ,  43, 49 (January 1 970) .] 
1 1 1 1 2 

1 1 1 .  Известно, что h;; +7ib + h; = ,> 7[ ' где lla, 

lzb, hc - высоты треугольника Аве, а r и R - радиусы 
соответственно вписанной и описанной окружностей, ПРИ4 
чем равенство достигается только в СJ1учае раВНОСТОРОIl4 
него треугольника 
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ЗJi + � + � > 4, 
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что эквивалентно неравенству 
sin А + sin В + sin С 

::::;;;: 4 sin А sin В sin С � .  

[Л. Б э н к о ф, М. Аl., 43, 49 (January 1 970) .) 

293. Очевидно, N = 1 ,  поскольку предположения, что 
N = 2 или О, приводят К противоречию. Рассмотрим 
столбцы по очереди справа налево. Первый столбец по
казывает, что Е + Н + 2S + 1 =Е + 101, то есть H+2S=J 
= 9 + 1 0  ( 1 - 1 ) .  Отсюда мы получаем, что Н = 5, S = 7, 
поскольку остальные возможные пары (H, S )  приводят 
к противоречию. 

Второй столбец дает нам соотношение 2 + 5 + 2и + 
г+ т + R = 1 + 1 0т, а взяв третий столбец, мы полу
чаем 2 + Т + R + U + С2 = U + 10n, где С2 означает ве
ЛIIЧИНУ, оставшуюся «в уме» при сложении во втором 
столбце. 

Отсюда 2и = 6 + С2, так что С2 чеТlIО и С2 = 2. 
Следовательно, U = 4. ( и  = 9 приводит К С2 > 2.)  
Поэтому Т + R = 6, а значит, Т, R = 6, О в каком-то 

порядке. У нас остались I1еиспользованными цифры 2, 3, 
8, 9. Производя сложение в четвертом столбце, м ы  по
лучим 1 + 2А + Е = 10р, так что А = 8, Е = 3. П ятыil 
столбец приводит к соотношению 2 + Е + U + А + R = 
,= P + I 0q, или 3 + V + R = P + I0 (q - l ) , где R = O  
иди 6, а Р, V = 2, 9 в некотором порядке. Все эти соот
ношения выполняются лишь при Р = 2, V = 9, R = О; 
следовательно, Т = 6. Таким образом, мы ПРИХОдИI\1 к 
единственному решению: 

6 5 3 
3 8 0 6 5  
9 3 1 4 7 

7 8 6 4 О 1 
4 О 8 1 4 7 

1 3 2 6 4 1 3  

[К У Н Л IО! , М. М., 43, 50 (January 1 970) .] 

294. Поскольку хУ = еУ \n Х для всех положительных  
х и у, то для того, чтобы сравнить хУ с ух, нам надо срав
нить между собой у lп х и х 'п  у. Функция еХ строго воз
растает. Поэтому ХУ .< у-.: В том И только в том случае, 
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если In х/х < lп у/у; ХУ = ух В том и только в том случае, 
если lп х/х = lп у/у; наконец, хУ > ух В том и только 
в том случае, если lп х/х > lп у/у. Таким образом, для 
того чтобы ответить на все вопросы данной задачи, мы 
должны исследовать при всех положительных х поведе
ние функции g (x) = lп х/х. Далее, g' (x) = ( 1 - ln x) /x2 
и g" (x) = (-3 + 2 1п х) /хЗ• 

Следовательно, g (х) отрицательна прп 0 <  х < 1 ,  
строго возрастает при О < х � е, достигает своего мак
сималыlOГО значения, равного I /e, в точке е и строго убы
вает при х � е. Кроме того, g ( 1 )  = о и при неограничен
ном возрастании х график g (х) аСIlмптотически приб.'1И
жается к оси х. З начит, уравнение ух = ХУ имеет только 
тривиальное решение у = х лишь при 0 <  х � 1 и х = е. 
Далее, при 1 < х, но х =1= е исходное уравнение имеет 
ровно одно нетривиальное решение у. Рассмотрим это у. 
При 1 < х < е мы получаем у >  е; если же х > е, то 
1 < у < е. Значит, вероятность, о I<ОТОРОЙ идет речь в 
пункте « в», ранна пулю, ПОСIЮJIЬКУ нетрипиалыюе реше
ние для О < х < е существует только при 1 < х < е, 
а в этом случае у превышает е. 

[А. А Л .ТJ е н, М. А1. ,  43, 51 (January 1 970) .] 
295. Докажем более общее неравенство. Возьмем про

извольные вещественные числа · Ti, Xi, i = 1 ,  2, . . .  , 11. 
Тогда 

n 
L x,, [cos ( Tk - T/)J xJ = 

", /=1 
n 

= L х,. {cos Т k cos Tj + sin Т k sin Т/} х/ = 
", j=1 

= { i: х,. cos Т ,, }2 + { i: х" sin Т k }2 > О. 
"=I "=1 

[Дж . У и л к и н с мл., М. М., 43, 53 (January 1 970) .] 
296. 1 .  Мы докажем более сильное утверждение: все 

ромбы, «вписанные» n две взаимно перпеНДlшулярные 
пары параллельных прямых, подобны. 

Заметим сначала, что диагонали всех таких ромбов 
пересекаются в ТОЧI<е О - центре прямоугольника, обра
зованного данными парами прямых. Пусть ABCD 
ромб, вершины которого служат серединами сторон этого 
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прямоугольника, а A.B,c,D. - какой-то «вписаЮIЫЙ» 
ромб. Поскольку .60АА. ,....., .60ВВ., мы получаем соот
JIошение (ОА/ОВ) = (ОАI/'ОВ.) ,  из которого следует, что 
6А ОВ ,....., .6А.ОВ •. Другими словами, каждый «описан
I IЫЙ» ромб подобен ромбу ABCD. 

Отсюда можно получить Hel<OTopbIe интересные след
стоня. Поскольку LAB O  = LA .B.O и L OA B  = L OA ,B"  

N р 

в L -----------г--�--���-------

M-----�+_--'il--_I_---·- -- -- \,1 D 

N Р 

м ы  заключаем, что BOI\Pyr каждого из четырехугольни
ков ОЕВВ. и ОААIЕ можно описать окружность. Далее, 
поскольку A .A .L A O, отсюда следует, что OE .L A.B\. 

[А. З у  й у с, М. М., 43, 53 (January 1 970) .] 
1 1 .  Рассмотрим на плоскости ромб ABCD, У которого 

оеРШlIllа А расположена на прямой у = -а, вершина В -
l Iа прямой х = Ь, вершина С - на прямой у = а и вер
шина D - на прямой х = -Ь . (Очевидно, что подобным 
образом можно задать осЯIШЙ ромб. вписанный в прЯl\lО
угольник. Для этого надо провеСТII оси КООРДlIнат че· 
рез центр данного ПРЯМОУГОЛЬНlIка параллельно его 
сторонам :  стороны запишутся уравнеНИЯМII х = ± Ь  и 
у = +а.) 

Ясно, что АС IJ BD пересекаются Б начале Iшординат. 
(Заметим. что ось х деЛIIТ пополам сторону АС, а ось у 
сторону BD. ) 

Пусть координаты С рапны (Х\, а) ; тогда координа
ты А будут раВI IЫ ( -х • .  -al ) п прямая АС задается 
уравнением у = (а/ХI ) х. СледооателыIO, )(раОllение ВО 
и меет БIIД у = (-х./а) х. 
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Поэтому Iюординаты ТОЧКII В равны (Ь, -ЬХ1{а) . 
ЗН1\ЧИТ, ОС = .v  X� + а2, ОВ = .vb2 + xib2{a2 11 

tg L ева = Ь{а. 
Таким образом, все РОl\lбы, вписаllНые в даlШЫll пря

моугольник, подобны.  
[У. Ф о I{ с,  М. М., 43, 54 (January 1970) .] 

297. Из равенства 9п + ХТ(Н = ХА + ХТ(-! + . . .  +Хl + 
+ Хо = ХТ, + ХА + 9m легко выводится, что ХА есть оста-

2� 1  2h- 1 9 ток от деления Хn = на . 
Докажем теперь более общиii результат. РаССМОТРИ:\1 

последовательность {Xh+l} остатков от деления чисе:1 
,Ахо на п. Запишем с помощью этой последоватеЛЫIOСТII 
число Хо. ХtХ2ХЗХ4 ' "  в системе СЧllслеll llЯ с основанием 
Ь > п. Посколы<у Ч IfСЛО раЗЛИЧIIЫХ остатков конечно, су
ществуют по крайней мере два равных элемента ХА 11 
ХА+р. Поэтому 

ХНI = ,JXk + n ·  р = ,JXk+P + п ·  р = 

= Xk+P+f + n . m для j = O, 1 ,  • . .  , р - l . 
Отсюда следует равенство Xk+j = XTi+p+j, поскольку о :::;;;; 
:::;;;; Х; :::;;;; n - 1 .  Следовательно, запись нашего числа со
стоит из периодически поиторяющегося блока IIЗ р цифр, 
а значит, данное число раЦlЮН1\ЛЬНО. 

[К И О К О М, М. М., 43, 56 (January 1970) .] 

298. По.ТlOжим .v sin 8 = а{Ь и .v cos 8 = c/d, где а, 
Ь, с, d - положителыlее целые числа ; тогда 

• 2 2 _ а' с· sIП 8 + cos е - ьт + (fI '  

Отсюда, используя соотношение 

sin2 8 + cos2 е = 1 ,  
мы получим 

Но это перавенство не выполняется, ПОСI<ОЛЬКУ уравне
ние Х/О + !I' = z4 не имеет по.тЮЖlIтельных целых реше
ний *. 

Следовательно, .v sin 8 II .v cos 8 не могут одновре
менно принимать рациональные значения. 

[Н. Ш а у м б е р г е р, М. М., 43, 1 74 (March 1970) .] 
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299. Натуральное ЧIIСЛО, которое в десятичной си� 
CTel'l'le записывается с помощью 6k - 1 единицы. может 
быть простым. Например, IIзвестно, что ( 1 023 - 1 ) :  9, KO� 
торое записывается с ПОМОЩЬЮ 23 еДИIIIIЦ, - простое. 

Всякое число, которое записывается с поыощью q = 
= 6k - 1 единиц, можно представить в виде ( 10'1 - 1 ) :  9. 
ПОСI<ОЛЬКУ 6k - 1 не делится на 9, все простые ДелитеЛII 
числа ( 1 0'1 - 1 ) : 9  должны быть деЛllтеЛЯl\lН числа 
1 0'1 - 1 .  Хорошо IIзвестно, что еСЛII  q составное, то co� 
ставным будет и ( 10'1 - 1 ) :  9. СлеДОП<lтелыlO, еСЛII число 
( 1 0'1 - 1 ) :  9 просто, то простым будет 11 q. Более того, IIЗ 
теоремы Ферма  следует, что JIюбоii простой деЛlIтель р 
числа ( 1 0'1 - 1 ) : 9  обязан представлятьсл в Вllде 2kq + 1 ,  
где k - целое ЧПС;ГIO. 

далее, еС.ан Р = 2q + 1 - простое число, q - тоже 
простое и Р =1= 5, то, как следует из обобщения одного 
результата Эйлера, р = 2q + 1 представляет собой де
литель ЧИС.тIа ( 1 0'1 - 1 )  : 9. 

[к. У и л к н, М. М., 43, 1 67 (March 1 970) .] 

300. 1. Пусть днаметр полукруга с центром в точке О 
равен 2R. Сторона вписанного квадрата равна 2 -V5R/5. 
Если А и Б - вершины квадрата, лежащие на данной 
полуокружности, то Д.тIина перпендикуляра, опущенного 
из А на ОБ, равна u = 4R/5. Наш треугольнИI<, очевидно, 
прямоуголен. Если мы опустим из его прямого угла вы
соту Il на гипотенузу 2R, то в силу равенства площадей 
u = /1 . Далее, если центр окружности, вписанной в Tpe� 
угольник, леЖJIТ на стороне квадрата и если d - pac� 
стояние lIIежду центрами вписанной п описанной ОJ{РУЖ� 
ностей, то 

d2 = ,2 + R�/5 = R2 - 2R,*, 
где , - радиус вписанной окружности. Следовательно, 
r = R (3 -V5/5 - 1 ). Но в прямоугольном треугольнике 
Il = 2, + r2/R, откуда /! = 4R/5 = и, как и было показа� 
но выше. 

[По Т о м а с, М. 1I1., 43, 167 (March 1970) .) 

11 .  Введем декартову систему координат так, чтобы 
наша полуокружность задавалась уравнением х2 + !i = 1 ,  
у ;;:: О. Тогда (+ 1 / -J5, 2 / -V5) - координаты вершин, 
а 4/5 - площадь вписанного квадрата. Пусть А = (- 1 , О) 
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и В = (1 ,  О). У данного вписанного треугольника Аве 
координаты вершины е равны (3/5' 4/5) или (-3/5' 4/5)' 
Возьмем е = (3/5, 4/5)' Тогда sin А = cos B = 1 !-J5, cosA= 
= siп В = 2/ -V5, tg A/2 = -V5- 2 и tg B/2 = (-V5 - 1)!2. 
Точка пересечения [ 1 !-V5, (3 - -V5) !-V5] прямых !I = 
= tg А/2 . (х + 1 )  и у = tg В/2 · ( 1  - х) совпадает с цен
тром вписанноfl окружности и лежит на правой стороне 
квадрата. Аналогично, если е = (-%, 4/5)' можно пока
зать, что центр вписанной окружности Jlежит на левой 
стороне квадрата. 

[Л . Р и н г е н б е р г, М. М., 43, 1 67 (March 1 970) .] 

I I I .  В любом прямоуголыlмM треугольнике Аве (е = 
= 900) выполняется соотношение r = s - с, где r - ра
диус вписаllНОЙ ОI\РУЖНОСТИ, s - полупериметр, а с - I'И
потенуза. Следовательно, 

rs = -V s (s - а) (s - Ь) (s - с) = (s - а) (s - Ь) . 

Другими словами, площадь прямоугольного треугольни· 
ка равна произведению отрезков, на I<оторые точка ка
сания вписанной окружности делит гипотенузу. 

В нашем случае каждая IIЗ двух вершин квадрата, 
гасположенных на гипотенузе, делит ее симметрично на 
два отрезка, произведение которых равно площади дан
ного квадрата. 

Так как площади квадрата и треугольника равны ме
жду собой, одна из вершин квадрата совпадает с точкой 
касания вписанной окружности и гипотенузы. Поэтому 
пентр вписанной окружности лежит на одной из сторон 
даНIIОГО квадрата. 

[Д. Д у н к а н, М. М., 43, 1 67 (March 1 970) .] 

301 .  Если зафиксировать основание треУГОЛЬНИI<а и 
сумму двух остальных его сторон, то наибольшей высо
той будет обладать рзвнобедренный треугольник. Ана
логичным образом, если задать основание и зафиксиро
вать сумму длин трех отрезков, ТaI<ИХ, что из них по
парно можно составить недостающие боковые стороны 
трех треугольников с заданным основанием, то сумма 
высот таких треугольников будет максимальной в том 
случае, когда все они будут равнобедренными и конгру· 
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ЭНТIIbIМИ. Этот результат можно обобщить на случай n 
треугольнНlЮВ *. 

rM. г о л Д б е р г, М. М., 43, 169 (March 1 970) .] 
302. Рассмотрим частичную сумму нашего ряда: 

211 ( 2 4 2n ) 
S = \ (- 1)1 + 1 1 � = I  Т ' З " ' zn=!  211 L п i П 3 5 2n + I . 

i=1 "2 ' 4 " ' �  
Обозначив через О"2n выражение, стоящее в круглых 
Сlюбках под знаком .rюгарифма, мы получим 

(2 · 4 · 6  . . .  2n)2 
0"21' = [ 1  . 3 . 5 . . .  (2n - 1 )]2 (211 + 1 ) 

= 
(2 · 4 · 6  . . .  2n)2 (211 + 1 ) = [ (2"11 ,)2 ]2 ,  (2n + I ) [ 1 · 3 · 5  . . .  (2n + I )J2 (2n + I )1 ' 

Используя формулу Стирлинга,  находим 

��� 0"111 = ��� [ 2 (2nзt+ 2) ] (2n + 1 )  = � . 
так что I im S2n = Iп � в силу непрерывности лога риф-

n -+ '"  
v 

S 1 2n + 2  
мическои функции. ПОСКОJ1ЬКУ 21,+ 1  = S2n + п 2n + I ' 
мы получаем, что и I im S2n+ 1 = Iп � .  Таким образом, 

n -+ оо  
u 1 3t данныи ряд условно сходится к П "2 . 

[Дж. Б р а у н, М. М., 43, 1 70 (March 1 970) .] 
303. Легко показать, что в прямоугольнике любые три 

ТОЧКИ ограничивают треугольник, площадь которого н е  
превосходит половины площади данного прямоугольника. 
(Мы можем, если потребуется, сначала сжать наш пря
моугольНlШ так, чтобы данный треугольник оказался в 
него вписанным. Затем можно разбить получившиися 
прямоугольник на меньшие прямоугольники так, чтобы 
наш треУГОJJЬНИК покрывал не больше половины каждого 
из этих маленьких прямоугольников.)  

Далее, разделим наш единичный квадрат на  четыре 
равных меньших квадратика. ПО крайнеil мере в одном 
из таких квадратиков (включая границу) должно ока-
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эаться не  менее 3 наших точек. Требуемы!. результат те· 
перь немедленно следует из сказанного выше. 

Обобщение: среди 2pq + 1 точек единичного квадрата 
есть по крайней мере 3 точки, определяющие треуголь
ник, площадь которого не превосходит 1/ (2pq) . Действи
телыIO, разобьеl\l наш квадрат на pq конгруЭНТНЫХ пря
МОУГО.'Iьников С помощью Р - 1 горизонтальной и q - 1 
вертикальной прямой. Далее примеНIIМ утверждение пер
вого абзаца. 

[Б. Ш в а р ц, М. М., 43, 170 (March 1 970) .] 
304. При любых вещественных а п � фУЮЩИЯ 

f (х) = С% а:-а ) C� af-X) 
a + � выпукла, симметрична относительно точки Ха = 2 

и, таким образом, возрастает, ногда х удаляется от точки 
a + �* Ха= -2- • Если МЫ положим а = О, а � = Р, то нужное 

неравенство запишется в виде f (P) ::::;;; f (P + 1 ) ,  откуда 
в силу вышесказанного его справед.'швость становится 
очевидной. 

[Д. Д е й  I{ и н, М. М., 43, 235 (Мау 1 970) .] 
305. Обозначив tg А ,  tg В и tg С соответственно че

рез а, Ь, с и применив формулу для тангенса разности, 
мы придем к соотношению 

а - Ь  Ь - с  с - а  
I + аЬ + I + Ьс + I + са = о. 

После элементарных преобразований получим равенство 

(а - Ь) (Ь - с) (с - а) = О, 

из IЮТОРОГО И следует равнобедренность IIСХОДНОГО тре4 
угольника. Отметим, что мы нигде не воспользовались 
тем условием, что А + В + С = З't. 

[М . . К л а 1\1 к И 11, М. М., 43, 236 (Мау 1 970) .] 

306. Разность половин диагоналей равна 1 - '1/2/2, 
поэтому длины отрезков, проведенных через вершины 
меньшего квадрата, равны 2 - '1/2. ЭТН отрезки отсекают 
в каждом углу от стороны квадрата по (2 - '1/2)/'1/2. 
Значит, ДЛJIНЫ частей, оставшихся от сторон большого 
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нвадрата, равпы -V2 - 2 (2 - -v2)/-V2 = 2 - -V2. Кроме 
того, каЖДЫII внутренний угол получившегося восыш
УГОЛЬНlша равен 1 35°. СледопателыlO, этот восьмиуголь
ник праВlIльныii. 

[Т. 1\\ е м п, М. }\.1., 43, 236 (Мау 1 970) .] 
307. Це.'lOе число и его пятая степень всегда оканчи

ваются на одну и ту же цифру. ПОЭТОIIIУ величина n5 - n 
оканчивается на О 11, таким образом, дешIТСЯ на 2 н 5. 
Разложим далее ее на множители (n - 1 )  Il (n + 1 )  (n2+ 1 )  
и за�1етим,  что один из первых трех СОi\шожитe.rlеil обя
зан делиться на 3. Тюшм образом,  n5 - 11 делится lIа 
2Х3Х5. 

[Р. Х э т ч е р, М. М.,  43 , 236 (Мау 1 970) . 
308. БУI<ва М должна означать один из Э.'1ементов 

l\шожестпа { 1 ,  2, 3} , буква А - ОДIIII нз элементов мнО
жества {4 , 5, 9} , откуда С.1едует, что БУI<ва G совпадает 
с каким-то элеl\lентом м ножества {4 , 7, 8} *. Заглянув в 
таблицу простых чисел, мы обнаружнм, что единствен
ным ПОДХОДЯЩПl\l п ростым числом может быть толь
ко 8923. 

После этого уже ЛСГ"О расшифровать весь крипта
рифм:  

9 9 
2 9 6 7 2 9 6 5 
2 9 8 О или 2 9 8 4 

2 9 6 7 2 9 6 5 
8 9 2 3 8 9 2 3 
[с. Ди а н о, М. }\,j., 43, 227 (}v\ay 1 970) .] 

309. 1 .  Высоты треугольника удовлетворяют соотноше� 
пиям lZa = Ь sin С, Izb = С siп А и 11c = а s iп  В. Следова
тельно, Iza + hb + Izc = Ь sin С + с sin А + а sin В < а + 
+ Ь + с; откуда 

( 1 )  

далее, пусть ортоцентр делит высоты н а  следующне 
отрезкп: 

11а = Х +  W, 
/lb = V + г, 

hc = Y + и. 
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Jогда справедливы перавенства: 

II + V + v + х > ь, 

х + у +  y + z >  с, 

z + w + w + u > a. 

Сложив между собой все эти неравенства, мы получим, 
что 2 (Ilа + Ilb + Ilc) > а + ь + с; откуда 

� + � + � > � 00 а + Ь + с 2 '  

Объединяя ( 1 )  и (2) , м ы  и пр"ходим к нужному резуль-
тату. 

[с. М. Д и а н о, М. М., 43, 228 (Мау 1 970) .] 
1 1 .  Если Р - flроuзаольная внутренняя точка остро

угольного треугольника АВС, то АР + ВР + СР > 
> (а + ь + с) /2. В ыбрав в качестве Р ортоцентр Н, мы 
получим 

а + Ь + с l,a + hb + hc > AH + BH + CH >  2 ' 

Более того, известно, что -Уз (а + ь + с) ;;;;.= 
� 2 (I!u + hb + Izc) . Отсюда мы и ПОЛУЧIlМ неравенство 

..!.. < ha + hb + h� < -V3 < 1 2 а + Ь + с 
2 • 

[Л . Б э н к о ф, М. М., 43, 229 (Мау 1 970) . ] 
310. 1. Определитель равен ориентированному объему 

параллелепипеда, построенного на векторах, чьи проеI{
ЦИИ в декартовой системе координат совпадают со стро
l(al\lII этого определителя. Квадрат длины первого 
вектора (а следовательно, в силу симметрии и ((вад
рат длины каждого из остальных двух векторов) равен 
(а2 + Ь2 + с2 + d2) 2. Скалярное произведение первой пары 
векторов равно О, поэтому в силу симметрии все наши 
векторы попарно ортогональны. Следовательно, наш 
параллелепипед представляет собой куб объемом 
+ (а2 + Ь2 + с2 + d2) З. Поскольку непосредственно видно, 
что в данном определителе коэффициент при а6 совпа
дает с + 1 , ТО этот определитель равен (а2 + Ь2 + с2 + d2) З. 

С помощью того же метода можно получить более об
щие результаты. Например. nycTbs" = xi + x� + , . .  + x�, 
пусть да.'1ее 1 n - единичная матрица п-го порядка, а А n -
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матрица n-го порядка, у которой элеllIент aij =; 
= (-I ) i+.i-t1ХiХj. Тогда при 11 = 1 , 2, . . .  М Ы  получим 

I s 1 + 2А 1 =  - s" n n . n ". 

[Н.  Н е т т х е i'l М, М. М., 43, 229 (Мау 1 970) .] 
1 1 .  Пусть D - данный определитель, 11 пусть 

а d - c 
А = - d а Ь 

с - Ь  а 

Легко видеть, что определитель А' присоединенпой мат
рицы 1 равен 

а2 + Ь2 

А' = bc - ad 
М + ас 

М - ас 
ab + cd 
a2 + d2 

и что 

а (a2+b2-c2_d2) 
2а (Ьс - ad) 
2а (ас + bd) 

А · А' = 
2а (Ьс + ad) 

а (a2+c2-b2-d2) 
2а (cd - аЬ) 

2a (bd - ас) 
2а (аЬ + cd) 

а (a2+d2-b2-c2) 

то есть А ·А'  = a3D. В силу элеl\1ентарных свойств опре
делителей мы получае:vr, что А' = А2, то есть a3D = АЗ. 

Поскольку А = а (а2 + Ь2 + с2 + d2) , мы немедленно 
находим D = (а2 + Ь2 + с2 + d2) 3. 

[Е. 1\:1 о р р  и с о н, М. М., 43, 230 (Мау 1 970) .] 
I l I . Обозначив исходный определитель через 11, а оп

ределитель транспонированной матрицы через I1т, м ы  по
лучим,  что 

о 
(а2 + Ь2 + c2 + d2)2 О 

О (а2 + Ь2+ c2+d2)2 

I То есть определитель маТРIIЦЫ, у КОТОРОЙ в i-й строке 11 
j-M столбце стоит алгебраическое дополнеllllе к элементу aiJ исход· 
1IОЙ матрицы. - ПРUloI. nерео. 
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С.rJедовательно, 
z..,. = (а2 + ll- + с2 + d'l)3, 

[Б. И а н с с о н, М. М., 43, 230 (Мау 1 970). ]  

3 1 1 .  ПО.'10ЖIfМ 
n-I n-I  ,, ( 1 k:rt)P ,, ( 1 k:rt)P S (n, р) = � n tg тn = 

� n cfg тn . 
k=l k=l 

При О < 8 < лj2 выполняется соотношение 

откуда 

8 
1 8 n 1 - ctg - = -- < - ,  n n 8 tg .!. 8 

n 
1 k:rt 2 

nctg 2n < kл и . 1 kл 2 11т - ctg-2 = -k • n-+оо n n :rt 
Поэтому при р > 1 мы получим 

� 00 
l im S (n, р) = " lim (� ctg Л2

k )Р = " (-f-)P < + 00. n-+� � n-+оо n n � :rt  
k=l k=1 

с другой стороны, 
1 1 k:rt - < -'- ctg-k:rt n 2n 

для достаточно бо.'lЬШИХ n, поэтому 
00 

l��S (n, P) �I ( k� Y = + 00 
k=l 

при р :::;;;; 1 *. 
[Н. Ш а у м б е р г е р, М. М., 43, 23 1 (Мау 1 970) .] 

3 1 2. Если в I(аждой точке пересеl{ается не более двух 
бодьших кругов, то число точек пересечения n таких 
окружностей максимально. Каждая пара больших кругов 
дает 2 точки пересечения, так что максимальное число 

этих точек равно 2 ( n (n;- 1 ) ) = n (1l - 1). 
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Если мы возьмем какой-то большой круг и будем по
ворачивать его до тех пор, пока он не пройдет через уже 
Пlllеющпеся точки пересечения, то общее число таких 
точек уменьшится. Повторяя этот процесс, мы придем на
I,oHeu I{ случаю, когда все О!(ружности будут проходить 
через 2 ПРОТИВОПО.'10жные точки на сфере. 

Если n - 1 окружность проходит через 2 точки, то 
оставшаяся окружность дает еще 2 (n - 1 )  точек, так что 
общее число точек пересечения равно 2 (n - 1 )  + 2 = 2n_ 
На следующем шаге эта последняя окружность будет 
проходить через те Же 2 точки, что и остальные, и число 
точек пересечения станет равным 2*. 

[л .  Б э н к о ф, М. М., 43, 233 (Мау 1 970) .] 

3 13. Обозначим, двигаясь по часовой стрелке, коорди
наты последовательных вершин данного четырехуголь
ника через (XI, YI) , (Х2, У2) ,  (Хз, Уз) и (Х" У') . Тогда точки, 
делнщие стороны четыреХУГОЛЬНlша в отношении г, бу
дут иметь координаты 

А [(Х,'2 - XI) г + XI '  (У2 - YI) г + YI), 
в [(Хз - х2)г + Х2' (Уз - У2) Г + У2]' 

С [(Х4 - Ха) г + Ха, (У4 - Уз) г + Уз), 
D [(ХI - Х4) , + Х4• (УI - У4) Г + У4]· 

Е сли угловые I{оэффициенты отрезков АВ и CD 
равны между собой, то 

(Уз - 2У2 + y.) r +  У2 - У. _ (У. - 2y� + Уз) r + у, - Уз 
(хз - 2Х2 + х. ) r + Х2 - х . - (xl - 2x� + хз) r + Х4 - ХЗ ' 

ПОСI<ОЛЬКУ мы рассматриваем такое г, что равенство 
справедливо при всевозможных (Xi, Yi) , образующих че
тырехугольник, то можно проверпть его па каком-нибудь 
одном. Пусть 

Хогда 

(Х2, У2) = (О, 1) ,  (Хз, Уа) = (2, 2), 

(Х4, У4) = ( 1 , О), 

2r - 2 
2r = ---:::т- . 

откуда 4г2 - 4, + 1 = О l 
и Г = 2"'  
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Следовательно, в общем случае единственными точ-
1<ами на сторонах четыреХУГОЛЬНИ1<а, которые всегда при
ведут к параллелогра мму, будут последовате.'lЬные сере
дины этих сторон. Если мы будем соединять середины 
сторон не последовательно, а через одну, то получим са
мопересекающийся четырехугольнИIС 

По-видимому, полупроснувшийся Хиппи спутал слиш
ком длинные для него слова «четырехугольнию) и «пря
МОУГОЛЬНИJ{» . Поско.'lьку В его воображении вознИI{ пря
моугольник, то и утверждение, которое он взял букваль
но «с потолка», оказалось прав ильным, так как, если мы 
выберем на сторонах прямоугольника (или параллело
грамма) соответствующне ТОЧI<И, из тех, которые делят 
его стороны на n равных частей, и соединим их между 
собой, то при этом получится параллелограмм. Скорее 
всего, наш Хиппи проделал в уме подобную операцию 
с 1<вадратом и увидел, что при этом снова получился 
I{Вадрат, но не высказал такого утверждения, поскольку 
само слово «квадрат» для него ненавистно '. П итая орга
ническое отвращение ко всему общепринятому 11 пытаясь 
идти сразу двумя путями, Хиппи, быть может, соединил, 
не отдавая сам себе в том отчета, две ближайшие ТОЧКlI 
(из тех, что делят стороны на три равные части) при 
одной из вершин, затем перешел к наиболее удалеННОI"1 
точке на соседней стороне, затем к ближайшей точке на 
следующей стороне и т. д., пока он не вернулся в исход
ную позицию. В этом случае, если мы проведем диаго
наль через исходную вершину, то получим две пары по· 
добных треугольников, стороны ноторых относятся как 
2 :  3, а две стороны в I{аждой паре параллельны между 
собой (одной тююй стороной В каждой паре служит про
веденная диагональ) . При этом действительно получится 
параллелограмм. 

Хиппи говорил о точках, которые «делят стороны на 
3 равные части», не указывая, кюше именно из этих то
чек надо взять. посколы<y на каждой из сторон имеется 
по 2 такие ТОЧЮI, то, если мы будем брать ПОС.'1едова
тельные стороны, возможных четырехугольников ока-

I Хиппи исподьзуют слово «square» (квадрат) Д.1Я обозначеНIIЯ 
ограНllченного самодово.1ЬНОГО человеJ<а, безоговорочно ПРНН\lмаю· 
щего законы общества, ДРУГlIМИ словами, оно БЩIЗJ<О Д.1Я ННХ по 
значению к слову <<I<ОНфОРМИСТ». - ПРllМ. nерео. 
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жется 2\ из которых только 2 - параллелограМ:I1Ы. Если 
МЫ CTalIeM выбирать ТОЧIШ на чередующихся сторонах, то 
наiiдется еще 2 (24) самопересеl{ающихся четырехуголь
I I I JКОВ. Таким образом, утверждение Хиппи окажется 
справедливым только в t/v. части всех ВОЗl\IOЖIIЫХ слу
ч а ев. Если же мы рассмотрим ТОЧЮI, делящие стороны 
1 1 <1 n равных частей, то соответствующее утверждение ока
жется справедливым всего ЛИШh Б tZ - 1 случае из 
3 (n - 1 )  4 И, следовательно, доля верных ответов будет 
равна 1/з (1l - 1 ) 3. 

[ч. Т р и г г, М. М., 43, 234 (М ау 1 970) .] 
3 14. Пусть n - число маленьких треугольников, а е 

число их сторов, расположенных внутри исходного тре
угольника. Из 3n сторон Бсех n маленьких треугольни
ков 3 стороны принадлежат исходному треугольНlШУ, 
а остальные стороны лежат внутри этого треУГОЛЬНlша, 
причем каждая из пих считается дважды. Следовательно, 

I 
е = "2 (3n - 3). Поскольку число е целое, tZ должно быть 

нечетным.  
[Л . Т у, М. М., 44, 54 (January 1 971 ) .] 

3 15. Если мы Dыберем прямоугольпую систему КООР
ДlIнат, ОСII I<ОТОРОЙ идут вдоль данных хорд, то центр 
сферы будет расположен в точке с Iшординатами (Ь - а, 
d - с, f - е) , где мы можем считать без ограничеНI IЯ 
общности, что Ь � а, d � с и ' ;:3:  е .  Тогда мы получим 
с.'1едующее соотношение для радиуса данного шара: 

R2 = (Ь - а - 2Ь)2 + (d - с - 0)2 + (' - е - 0)2 = 
= а2 + Ь2 + с2 + d2 + е2 + f2 - 2е' 

( поскольку аЬ = cd = ef) . 
Стоит OТl\leTIITb, что результат легко переносится 11 на 

С.1учаЙ n-мерной сферы .  В специальном случае круга 
(n = 2) остаются только квадраты, а произведенпе раз
IIbIX отрезков исчезает. 

[ М. К л а м к и н, М. М., 44, 55 (January 1 971 ) .] 

316. Разделите треугольный периметр на 1 1  равных 
частей, а затем проведите разрезы по прямым, соединяю
ЩИl\1 центр вписанного круга с получившимися точкаl\1II 
деления. Впервые эту задачу поставил г. С. М. Коксетер 
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для квадрата. данный метод проходит и для случая лю� 
бого многоугольника, в который можно вписать круг. 

[М. К л  а м к If 11, М. М., 44, 55 (January 1 97 1 ) .] 

3 1 7. Для доказательства заметим, что 

4.хЭ + 6х2 + 4х + 1 = (х + 1 )4 - х4 = 
= [(х + 1)2 - х2Н(х + 1 )2 + х2) = (2х + 1 ) [(х + 1 )2 + х2] .  

[Н.  Ш а у м б е р г е р, М .  М . ,  44, 55 Рапиагу 1 97 1 ) .] 

318. Пусть 
7 П i:rt 

С =  cos 15 и 
i=1 

7 

11 . 
i:rt 5 =  S JП 15 '  

i = 1  
Тогда 

Но 

7 7 
27 П 2 i:rt • i:rt П ·  2i:rt 

CS = cos -1 5  • SIП 15 = SIП 15 ' 
i=1 i = 1  

• 8:rt • ( 7:rt ) • 7Jt 
SIП 15 = SIП Л - 15  = SI П 15 ' 

Аналогично 
• Ю:rt • 5:rt 

SJП 15 = slП 15 ' 
• 1 2:rt • 3л: 

SIП 15 = slП 15 
и 

• 1 4л: • 11: 
SJП 15 = slП 15 • 

Следовательно, 27С5 = 5, откуда С = ( 1 /2) '. 
[К, В е н к а т а р а м а н, М. М., 44, 55 (January 1 97 1 ) .] 

319. Поместим собаl{У в произвольпую точку между 
темп положениями, которые маЛЬЧIШ и деВОЧI{а займут 
через час, и повернем ее МОРДОЙ в любом из двух lIаправ� 
ленин. Затем «прокрутим весь фИ.1ЬМ» В обратном Ha� 
правлении, пока ма.rIЬЧИК, девочка и собаl{а не окажутся 
все вместе в начальной точке в начальный момент вре
мени. Таким образом, соб8I{а через час может оказаться 
в любом месте между маЛЬЧИКО:\1 и девочкой и может 
смотреть в любом направлении. 

[А. O C Т lI н. М. М., 44, 56 рапиагу 1 97 1 ) .] 
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.'V� - 7 1 320. Если -';т + 55- = М - це:юе ЧIIСЛО, то 

N2 _ 7MN - (55М + 7 1) = 0. 

Когда мы будем решать это кв
'
адраТllое уравнение ОТlю

СJlтельно N, то обнаружим, что под радикалом обязан 
CTOflTb полный квадрат. Поскольку справедливы нера· 
BCIIItГBa 

(7М + 15)2 = 49М1 + 210М + 225 < 49М2 + 220М + 
+ 284 < 49Л:Р + 238М + 289 = (7 М + 17)2, 

подкоренное выражение должно равняться (7М + 16)2. 
Отсюда М = 7, а N = 57 или (-8) . 

[Д. С и л в е р м э н, М. М., 44, 56 (January 1 971 ) .] 
321 .  Поскольку центр меньшей сферы радиуса r ле

ЖIIТ на диагонали и отстоит от соответствующего угла 
ящика на 16 .уз - 15 - r сантиметров, для решения за
дачи нам нужно лишь приравнять эту величину к г .уз 
и решить полученное уравнение относительно г. В ре
зультате мы найдем IIС!Юl\1ЫЙ диаметр 

D = (16 .yз - 15) (.уЗ-- l) = 63 - 3 1 .уз � 9,308 см. 

[Г. I< е р т и с, М. М., 44, 56 (January 1 970) .] 
322. 

n n 
" k2 + Зk + 1 " ( 1 1 ) 
� (k + 2)1 == � kr - ( k  + 2)1 � 
k=O k=O 

==(�! - +,-) + (-fi-- -}) + . . .  + (:1 - (n � 2)1 ) = 
1 1 1 1 n + З  

= 01 + 11 - (n + l )1 (n + 2)1 = 2 - (n + 2)1 

Отсюда следует, что искомый предел равен 2. 

[Е. Д ж а с т и Х. Д ж и к, М. М., 44, 56 (January 197 1 ) .] 

323. Пусть 1 ,  а, Ь, " ,_ , n - делители числа n, запи
санные в возрастающем ПОРЯДl{е; предположиМ, что вы
ПО.1Няется равенство 

1 1 1 1 
Т + а + Ь + • . .  + " = 2. 

21 З 



Умножив обе части данного равенства на n, мы пОлучим 

: + ; + . . .  + 1 = n, 
где левая часть представляет собои сумму правильных 
делителей числа n, записанных в убывающем порядке. 
Но это означает, что n - совершенное число. Следующи
ми после 6 совершенными числами будут 28 и 496. 

[Д. С и л в е р м э н, М. М., 44, 56 (January 1 97 1 ) .] 
324. Логарифмируя обе части данного уравнения, мы 

получим эквивалентное уравнение 

{ (х) = х 'п х + 'п (х + 1) = о. 

Так Kal( 'П ( 1  + х) < х при всех х >  О, то при 0 < х <! 
< l/е 

{ (х) < х 'п х + х = х 'п .!.. < О, е 
а при х > l /е 

{' (х) = 'п х + 1 + 1 � х = 'П хе + 1 � х > О 

и, значит, { (х) монотонно возрастает при х > О; следо
вательно, у данного уравнения есть не более одного ве
щественного корня. Приближенные вычисления приводят 
к значению корня х � 0,43605. 

IП.  Л а  Ф р а т т а, М. М., 44, 56 (January 197 1 ) .] 
325. Квадраты любых трех последовательных членов 

арифметической п рогреССIIИ с разностью d удовлетво
ряют уравнению 

a� - 2 (а[ + d)2 + (al + 2dY= 2d2• 
В наше\1 случае оно прини�!ает ВIIД 

х - 2у + z = 2d2• 
Следовательно, все четыре вершины тетраэдра компла
нарны, а его объем равен нулю. 

Мы видим, что JlIOЖНО было бы взять ai, которые все 
вместе не составляли бы арифметичеСI<УЮ прогрессию, но 
такие, что каждая тройка последоватеJIЬНЫХ ai представ
ляла бы собой арнфметичеСI<УЮ прогресСIIЮ с одноп 1I 
той же разностью d. 

[Ч. Т р н г г, М. М., 44, 1 1 4 (February 1 97 1 ) .] 
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326. Из условия задачи можно сделать вывод, что 
МlIожество S содержит ровно 3 эле.мента. Отрицание в 
С1 андартной формулировке звучит следующим образом : 
«,'V\ножество Т содержит не более одного элемента из S.» 
Допустим, что S СОСТОIIТ из S ·элементов. Тогда J5 можно 
переформулировать так: «По I\райней мере s - 1 ЭJIемент 
из S не содержится в Т». Воспользовавшись второй 
частью условия, мы находим отсюда, что s - 1 = 2. Сле
довательно, s = 3. 

[с. У и л с о н, М. 11-1 .,  44, 1 1 4 (February 1971 ) .] 327. При n � 3 ЧIIСЛО Дll агоналей n-мерного куба рав-
110' 2n-1, что больше n. С.'!едовательно, все диагонали не 
могут быть взаимно перпеНДИКУЛЯРНЫМII. Неравенстпо 
2,'-1 > n можно лешо доказать по ИНДУКЦИИ, начиная, 
н апример, с n = 3. 

[Ф. П э п п. М. М., 44, 1 1 4 (Febгuary 1 97 1 ) ·1 328. Данную двоiiную сумму можно пегеписать в виде 

" 
L (- 1 )1 с!, (n _ j)n. 

j=<J 

Но ЭТО ЧИС.'JО представляет собой n-ю I<онечную разность, 
построенную для фУНКllИИ f (x) = хn И точеI{ х = 
= О, 1 ,  2, . . .  , n, а значение такой разности, равное n!, 
хорошо известно. 

[Р. Г и б б с, М. М.,  44, 1 14 (Febгuary 1 97 1 ) .] 329. Т = 1 .  Если С = 6, то R раВIIЯЛОСЬ бы нулю и 
потребовалось бы оставить 2 «в уме» после сложения в 
столбце HRU. Однако максима.'Jьное значение величины 
Н + R + U + «величина В уме» было бы равно 1 9, так 
что «занять» 2 из HR U неВОЗi\ЮЖНО. ПОЭТО1\IУ остаются 
сnедующпе варианты: 

С = 9  1 8  I 7 
R = 2  3 О 2 О 

Да.'lее, К + С = 10. 
Перебирая УI{азаШlые выше значения с, R, мы нахо

дим соотвеТСТВУЮЩllе К. С, а затем 1, U и Н_ Все это не 
так трудно сделать, как может показаться на первый 
ВЗГ.'JЯд. 
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Отбрасывая «невоз!\южные» варианты, когдэ. они по
падаются, мы приходи1\'! в итоге к значения!\! е = 9, R =: 
= 2, К = 4, G = 6, N = 8, и = 5, 1 = О, Н = 3. ПО
скольку т = 1 ,  S = 7. 

Таким образом, весь криптарифм ПРlIннмает вид 

9 3 5 9  4 
1 2 0 6 6  
1 5 2 8  7 

1 2 0 9 4 7  

[Д ж. Х а н т е р, ;Н. Аl., 44, 107 (February 197 1 ) .] 

330. 1. ]\\ожно доказать неСКО.1ЬКО БОJIее сильное ут
верждение. Оказывается, что Д.'IЯ произвольного нату
рального n существуют два нечеТJlЫХ простых числа Pt 
и Р2, таких, что n - Р! делится на Р2. Действительно, 
возьмем произвольное натуральное n. Выберем, далее, 
нечетное простое число Рl, такое, чтобы n - Рl не имело 
вида 2арр *. После этого разложим число n - Рl на про
стые сомножители. В ЭТО!\! раЗ.10жеНIIИ будет содержать
ся некоторое нечетное простое число Р2. Например, 1 = 
= 1 1  - 5 · 2, 2 = 7 - 5, 3 = 1 3  - 5 · 2, 4 = 1 1  - 7, 5 = 
- 1 1  - 3 · 2  и т. д. 

[Ш. К у м а р, М. М., 44, 1 08 (February 197 1 ) .] 

П. Из хорошо известноlI теоре!\!ы Дирихле о простых 
чпслах в арифметической прогрессии следует гораздо бо
лее сильное утверждение. Пусть Р2 - проuзвольное не
четное простое число, которое не делит n. Теорема гаран
тирует, что в арифметической прогрессии 211 + kP2, k = 
= 1 ,  2, . . .  содержится бесконечно AfНOгO простых членов. 
Пусть Рl - один из таких ЧJIенов. Тогда 2n - р! делится 
на Р2. 

[Е. С т а р к, М. М., 44, 1 08 (February 1971 ) .] 

33 1 .  1 .  Задачу можно обобщить и ПОI{азать, что в про
ПЗЕОЛЬНОМ треУГО.'IЬНlше Аве соответствующие преде.'IЬ
lIые точки делят сторону ве на три равные части. дей
СТЕительно, последовательности {P2/i} и {P2k+t} представ
.1JЯ ЮТ собой бесконечные подмножества компактного мно
жества Аве и, следовательно, IIмеют предельные точки. 
Пусть Р' и Р" - произвольные предельные точки соот
ветственно для {P2h} и {P2h+I} . ПОСI<ОЛЫСУ P2kP2k-l = 
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1 1 = AP2k = "2 AP2k-1 И P2kP2k+ 1 = BP2k+ 1 = "2 BP2k, то 

р' Р" = АР' = � АР" и Р' Р" = ВР" = � BP'I. Следов а
тельно, А, Р' и Р" - КОЛЛlIнеарны, причем Р' сов
падает с серединой А Р"; а В, Р ,  Р" также коллине
арны, и Р" совпадает с серединой ВР'. Таким образом, 
точки Р' и Р" делят отрезок АВ на три равные части и 
представляют собой единственные предельные ТОЧl<Jf со
ответственно для ПОС.'lедовательностеiI {Р21!} и {P2hH} . 
Значит, Р2" -+ Р', Р21!+1 -+ Р", И мы получаем требуемыi%: 
результат. 

[Д. О у м э н, М. М., 44, 1 10 (February 1 97 ) ) .] 
Н. Данный результат справедлив для любого тре

угольника АВС. 
-+- � -+ ---+ 

Пусть С = О, СВ = ОВ = В " СА = ОА = А . 
Радиус-вектор любой ТОЧIШ Pi, принадлежащей на

шей ПОС.'Iедовательности, выражается в виде линейной 
КОl\,бинаЦlШ векторов В и А ,  то есть 

а IIменно: 

и т. д. 

Pi = xA + уВ; 
1 1 P1 = 2" B = 0 - A + 2 B, 
1 1 1 1 Р2 = 
2 

P1 + 2" A = 2" A + "4 B, 
1 1 1 5 РЗ = Т Р2 + 2 В = lf А + "6 В 

Вообще, проеКЦШI х точек P2k образуют ПОС.lJедова-
TeJJbHOCTb '/2' 5/8' 21/32' _ _ _  , Xk' _ _  . ,  где 

n - I  
2: 4 

Х - i=O _ 4k _ 1 - .!..(4 _ _  1_) " k - 2 . 4Н 1 - 6 . 4k-1 - 6 4k- l ' 
откуда видно, что 

1 •  2 
1т хn = з k�co 

Проекции у точек P2k образуют, с другой стороны, 
последовательность 

1 5 21 . . . , 
J НаЙДlIте иестрогость в этом месте! - П pUJJI. ред. 
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откуда ясно, что 

, •  
1 

1т Уk = з '  k�oo 
Таким образом, последовательность P2k сходится 

-3 1 
к точке 2" А + "3  В, которая лежит, очевидно, на ВА и 

отсекает от этой стороны 1/з ее длины. 
Аналогично дЛЯ P2kH мы получим 

4" - 1 ] Xk = --- - -3·4" ,3 
и 

так что последовательность P2h+1 сходится '{ точке i А + � В, ТaI<же расположенной на стороне ВА и от-
u 1 

секающеи от нее 3 '  
[Е. К н н к е й д, М. М., 44, 1 1 0 (February 1 97 1 ) .] 

332. Будем считать все отрезки направленными: на
пример, А О  = -ОА и т. д. Далее заметим, что точки В, 
А' и С коллинеарны и расположены по одной на каждой 
из сторон (или на продолжении стороны) треугольника 
А ОВ'. По теореме Менелая мы получаем соотношение* 

АА' GB В'С 
A'G • ВВ' • СА = - 1 . ( 1) 

Аналогично, рассматривая в треУГОЛЬНlше СОВ' кол
линеарные точки С', В и А, мы получим 

СС' GB В' А 
C'G ' ВВ" АС =

- 1 . 
(2) 

AG CG 
Прибавляя единицу к обеим частям равенства GA' = GC" 
мы получим 

А А' СС' 
GY = GC' • (3) 

Из равенств ( 1 ) ,  (2) , (3) можно леп<О найти соотноше-
вие св' = в'А. 

(4) 
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Поскольку в (4) участвуют направленные ОТРСЗIШ, ЭТО 
означает, что В' - середина А. Точно так же, выбирая 
другие треУГОJIЬНИКИ, мы получим, что С' - середина АВ 
Il  А' - середина ВС. . 

ТаЮIМ образом, мы с необходимостыо получаем, что 
точки А', В', С' лежат строго внутри отрезков ВС, СА и 
АВ, и делать дополнительно такое предположенпе пе 
нужно. 

Для того чтобы сделать каКОЙ-.'Нlбо другой вывод, ис
ТОЛ I<уем отреЗЮI исходной пропорции "ак ненаправлен
"ые. Тогда, заменяя их напраВ.l]енными отрезками, мы 
можем заметить, что либо все дроби имеют одинаковые 
знаки (уже разобранный нами случай) , либо знак одно!! 
из дробей отличается от знака двух остальных. Пусть, 
скажем, 

AG CG БG 
GA' = GC' = - GБ' · (5) 

Воспользовавшись приведепными выше рассуждеНИЯl\III, 
мы придем к равенству (4) , из которого, как и прежде, 
будет следовать, что В' - середина АС. ИЗ пропорЦlШ 

AG БG 
GA' = 

- GБ' мы по.'1учим 

оТ!<уда 

AG GA' БG GБ' 
GA' + GA' - 1 = - GB' - О lЗ' + 1 ,  

АА' ББ' 
ОА' = 2 

- GБ" (6) 

Далее, из (5) следует, что В'С/СА = - 1/2, 11 ПОЭТОМУ ( 1 )  
примет вид 

(7) 

Полагая в (7) ОВ/ВВ' = ОВ'/ВВ'- 1 11 I1сключая АА'/А'О 
из (6) , мы получим 

2,2 - , +  1 = 0, (8) 

где , = ОВ'/ВВ'. Но уравнение (8) имеет комплексные 
IЮрНИ, так что этот случай отпадает. 

Таким образом, остается единственно возможным слу
чай медиан, разобранный выше. . 

[Е. С т а р к, М. М., 44, 1 1 2 (February 1 970) .] 
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333. Интеграл, стоящий в левой части данного равен
ства, представляет собой площадь области, заключенной 
между полуокружностью у = -v 1 - х2 , - I � х � I и 
осью х, равную, очевидно, п. Интеграл, стоящий в пра
вой части, совпадает с длиной той же полуокружности, 
то есть тоже равен п. 

[По Л и н д с т р о м, М. М., 45, 47 (January 1 972) .1 
334. 

е2737 > еlбlO� 51000 = ( 1 + 1 + 1 + 1 + 1 ) 1000 = 
" 1 0001 » 1 0001 
� " а l  n�l l1з l  114 1  1151 701 2701 3001 2201 1 401 ' 

(� ni=IOOO) 

[Ю. У э р м е р, М. М., 44, 47 (РеЬгиагу 1 970) .) 
335. допустим, что I<Вадратные IЮрНИ из трех различ

ных простых чисел Р1, Р2, Рз являются членами некоторой 
геометрической прогреССIIИ. Тогда должны ВЫПО.'Iняться 
равенства а,n' = -v PI , а,n' = -v Р

2
, а,n' = -v Рз (nl , n2, nз

различные целые числа, и можно считать, что nl > n2 >. 
[> nз) . 

ИСI{J]ючая IIЗ ЭТIIХ равенств а и " м ы  получим ра
венство 

(!!J...)n.-ns = (J!2)n'-n' .  или рn,-n.рn,-n, = p�,-n •• 
Р2 Рз 1 3 2 

которое, очевидно, не может быть верным,  ПОСIЮЛЬКУ 
каждое целое число разлагается на простые сомножи
тели единственным образом. 

[М. К л а м к и н, М. М., 44, 47 (РеЬгиагу 1 972) .) 

336. Пусть N = (РIР2РЗ • . •  Рn + 1 )2k - 1 . Тогда, поcI<оль
ку a2

k - 1 = (а - 1 )  (а + 1 )  (а2 + 1 ) (а2
2 + 1 ) . . .  (a2k-

I + 1), 
N = (PIP2 • . •  P'I) [(PIP2 • • •  Рn + 1) + 1] Х 

Х [(PIP2 • • •  Рn + 1 )2 + 1 ] • • •  [(P IP2 • • •  Рn. + 1 )2k- 1 + 1]. 
Обозначим далее (P IP2 ' " Рn + l )r + 1 ,через Nr. Так 

r 
как (Ь + 1(  = L ctbr-I• I=U 
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г- \ 
Поскольку Pi (i = 1 , 2, " ' , n) делят L ct (P\P2 ' "  Р )r-J, 

j=) n 
нО не делят 2, число Nl' не делится на Pi. Следовательно, 
Nl' должно содержать по кр?йней мере ОДин простой СОМ
ножитель Рl" отличный ОТ PI, Р2, • • • , Рn. В силу нечет· 
ности Nl' число Рl' =1= 2. Рассмотрим теперь М = N2t+s + 
+ N2/ ,  где t � О, s � 1 .  Заметим, что 

М = (Р\Р2 • • .  Рn. + 1 )2t+s + (Р\Р2 • • •  Рn. + 1 )2t + 2 = 
_ ( + 1)21 {( + 1)(·)s- I ) 21 + 1 } + 2 - Р\Р}. • • •  Рn. Р\Р}. • • •  Р" -

• 

Разлагая это выражеНllе н а  множители, мы ПО.'Iучнм 

M = (PIP2 • • •  Рn. + 1 )21 {[(PIP2 • • • Рn. + 1)2/ + I ] Х 
х [�}_ I)i (P IP2 . . .  Рn + 1)( ;-2) 21] } + 2 = 

= (PIP2 • • •  Р" + 1 уl N2/ Х Х [�2 (- 1)1 (Р\Р2 
•

• •  Р" + 1 )(i-2) 21] + 2. 

Далее существует просто!, деюпель P2t числа N�t , 
отличный от PJ, Р2, • • . • Рn. Поэтому М не делится на  
P2t, а значит, и N2t+s не деmпься на Р2/· Итак, 
при каждом s (соответственно [) ,  равном О, 1 ,  . . •  

• . . , k - 1 , У числа N 2S (соответственно N 2/) есть про· 
стой делитель Р 2s (соответственно Р 2/)' от.'IИЧНЫЙ от 
всех Pi. Кроме того, P2S =t= Р21 при S =t= [. Следовательно, 

n + k простых чисел РI ' Р2 ' • • •  , P'I' Рl' Р2, P:!.�, " ' , P2k- 1 
все различны между собой и являются делителя ми  числа 

[А. П э т Щ М. Аl. ,  44, 48 (February 1972) .] 
337. Мы получаем немедленно, что М = 1 ,  О = О, 

S = b - l , E + l = N, а N + R + l = E .+. b  Ш1И N +  
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+ R = Е + Ь. Подставляя сюда N, м ы  находим ,  что 
R = Ь - 2 или R = Ь - l . Но Ь - l - это значение S; 
следовательно, R = Ь - 2. 

Криптарифм теперь принимает вид 

b - l 

О· 

Е 

О 
E + l D 

Ь - 2  Е 

(звездочками отмечены те места, где приходится что-то 
«запоминать В уме») . 

Рассмотрев правый столбец, м ы  нахоДпм, что ( 1 )  
D + Е = У + Ь. Более того, поскольку S = Ь - 1 и R = 
= Ь - 2, D � Ь - 3, N � Ь - 3 и (2) Е � Ь - 4. Вычи
тая (2) из ( 1 ) ,  мы приходим К неравенствам D � У + 
�+ 4, причем У � 2. Значит, если У = 2, то D � 6 и D 
может принимать не более чем Ь - 3 - 6 + 1 = Ь - 8 
различных значений. Заметим, одна (<О, что D не может 
быть расположено между двумя последовательными чис
лами Е и N. Следовательно, при У = 2 величина D мо
жет принимать Ь - 9 различных значений. При У = 3 
число та[{их значений равно Ь - 1 0, и вообще с увели
чением У на 1 число значений, принимаемых D, тоже 
уменьшается на 1 .  

1al<llM образом, число решений исходного ){риптариф
м а  совпадает с суммой членов арифметической прогрес
СIIИ 

в десятичной системе еДинСтвенное решение имеет вид 

9 5 6 7  
1 0 8 5  

1 О 6 5 2. 

в ({ачестве еще одного примера возьмем систему с осно
ванием 1 2. В этом случае во всех ci2-8 = 6 решениях 
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о = О, М = 1 ,  R = а, S = �, а значения остальных БУIШ 
задаются таблицей 

у D Е N 
2 6 ·  8 9 

2 8 6 7 

2 9 5 6 

3 7 8 9 

3 9 6 7 

4 9 7 8 

[В. Б л а н к о, М. М., 44, 48 (February 1972) .] 
338. Пусть х = а - d, У = а, z = а + d и u = а + 2d. 
Тогда (а - d)З  + аЗ + (а + d) З  = (а + 2d) З. Раскры

вая скобки и приводя подобные члены, мы ПОЛУЧI!М урав
нение 

или после деления на 2 

Поскольку а и d целые, их отношение a/d = r раuио
нально. Подставляя rd вместо а в уравнение, м ы  полу-
ЧIIМ 

(гd)З - 3 (rd)2 d - 3 (rd) d2 - 4dЗ = О, 

Разделив уравнение на dЗ (так как d =1= О) , мы на-
ходим 

тз - 3г2 - 3г - 4 = О, 

(г - 4) (г2 + r + 1 )  = О. 

Прнравнивая каждую скобку к нулю, мы находим ,. = 4 
- 1 + i �3 ( и r = -2 . Отбросив комплексные корни по-

скольку, как сказано выше, r должно быть рациона.'JЬ-
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ным) , мы получим единственное возможное значенпе 
r = 4. Поэтому а = 4d, та к что 

x = a - d = 3d, 
у = а  = 4d, 
z = a + d = 5d, 
u = a + 2d = 6d. 

[Д. Р о з е н, М. М., 44, 51 (February 1 972) .] 
339. Пусть R - радиус описанной, а r - раДIlУС В ШI-

v • t A  t B  { С 
саннои окружностеи; х = g 2" '  У = g T '  z =  g 2" ;  
,6,XYZ - площадь треугольника XYZ. 

Вне зависимости от того, будет ли угол С тупым или 
острым, угол ОВН = С - А  и В/ деJПIТ его пополам внут
ренним образом, так что / лежит между ВО и ВН. 

в Кроме того, ВН = 2R соз в, В/ = г cosec 2"" = 

4R ' А • 
С 

Д = SIП 2" '  SIП "'2 ' алее, 

,6, ОВН = � . 2R2 cos В ·  sin (C - А) = а. 

,6, В/О + ,6,  В/Н = � ( 1  + 2cos B) R ·  В/ · sin [� (С - А)] = 

= 2R2 ( 1  + 2 cos B) sin ; sin � sin [ � (C - A)] = �. 

a - � = 2R2 sin [ � (С - А)] {  cos B cos � (С -:- А) -

- ( 1  + 2 cos В) sin ; sin ; } = 

= 2R2 sin [� (C - А)] соs в {соs ; cos � -
- (sec В + 1 )  sin : sin ; } = 

= 2R2 sin [� (C - А)] соs В соs ; cos � { 1 - ] �:2 } ' 
Поскольку В < 'Л/2, 1 - у2 > О И !,аЖДЫlt из сомножи
телей, кроме ПОСJIеднего, ПОJIOжителен. Значит, зна к  
а - � совпадает со знаком 'V = 1 - у2 - 2xz. Н о  ху + 
+ уг + zx = 1 ,  та к  что 'V = -ry2 - (х + z) У + хг]. Пос
леднее выражение по,,'!ожптельно при х < У < г; СJlедо-

224 



пательно, а > �. Отсюда, учитывая сказанное выше про 
положение точки 1, мы получаем, что 1 лежит внутри 
треугольника ОВН. 

[М. Г Р и н и н г, М .. М., 44, 54 (February 1972) .) 
340. Предпо.пожим, что loge 2 рационально. Очевидно, 

loge 2 =1= О; СJIедовательно, loge 2 = p/q, где р и q - целые 
числа, р > О, а q =1= О. Поэтому eP/Q = 2, ИJIИ еР = 2q. 
Это означает, что е удовлетворяет уравнению xp-2Q=O, 
что невозможно, поскольку число е трансцендентно (то 
есть не является корнем ни одного многочлена с рацио
нальными коэффициентами)  *. 

[Е. К л а р к, М. М., 45, 102 (February 1 972) .] 
341 .  Пусть d - наибольший общий делитель чисел 

аn - 1 и аm - 1 .  Тогда при некоторых целых k и r выпол
няются равенства аn = kd + 1 ,  аm = rd - 1 . Следова-
тельно, 

аmn = (аn)m = (kd + оm = td + 1 
при некотором целом t, и 

аmn = (аm)n = (rd _ l)n = ud - 1 
при некотором целом u (напомним, что n нечетно) . 

Таким образом, td + l = ud- l,  или (u - t) d = 2. 
Отсюда следует, что d = 1 или d = 2. 

342. 

[Э. Д ж а с т, М. М., 45, 1 02 (February 1972) .) 

ХЭ + �з = (х +  �Y - 3 (x+ �)=  
= (х+ �) [(x + �y - 3] =0. 

[М. Д е м о с, М. М., 45, 102 (February 1 972) .] 
343. 1 .  (Решение в десятичной системе.) Разыскивая 

решение данной задачи, мы вспоминаем хорошо извест
ную теорему арифметики, согл асно которой, если мы вы
деJIИМ в знаменателе степени двойки и пятерки, то остап
шпйся сомножитель с является делителем числа 1 0n - 1, 
где n длина периода данной дроби. 

Поскольку в нашем случае  n = 3, с должно быть де
ШlТелем числа 999, а 

999 = 33 · 37. 
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Перепробовав различные дроби со знаменателем 37, 
меньшие 1/2, найдем искомое решение 

1 3  з7 = . 35 1 35 135 1 . . . . 

[М. Б а р и е б 11, М. М., 45, 1 03 (February 1 972) .] 
1 1 .  (Решение в девятеричной системе.) Пусть 

so 
р =  НЕ = .  (RAN). 

Тогда I 000Р = RAN. (RAN) , так что 888Р = RAN. 
Да.пее, 888 = 1 4 · 62 = 1 5 · 57 = 28 ·3 1 ,  причем здесь пред
ставлены все двузначные делитеJIИ числа 888 и, С.1едова· 
те.1ЬНО, все возможные варианты Д.1Я НЕ 1. ОбознаЧИill 
частное от деления 888 на НЕ через НЕ'; так, например, 
28' = 3 1 .  Теперь заметим, что RAN = SO · HE'. Возмож· 
ные значения J 4 и 15 мы отбрасываем, так как при TaКJIX 
значениях НЕ не найдется SO, УДОВ.1етворяющего нера· 
венсшу 2S0 < НЕ; НЕ =1= 3 1 ,  поскольку отсюда следо· 
вало бы. что S = Е; НЕ =1= 28, так как из SO = 1 3  c.lJe· 
дует, что А = S; НЕ =1= 62, так как из соотношения 
1 2  � SO < 31 следует, что SO = 13, 14, 15, 1 7, 1 8, 30; 
а в .пюбом ИЗ этиХ С.1учаев произведение so · НЕ' = RAN 
приводит к повторяющимся цифрам. 

Из равенства НЕ = 57 следова.10 бы. что 1 2  � SO < 
< 28 или SO = 1 2, 1 3, 1 4, 1 6, 1 8, 20, 2 1 ,  23, 24, 26. 

Из этих возможных значений Д.1Я SO только SO = 1 3  
и S O  = 26 приводят к RAN = 206 и RAN = 4 13, где нет 
повторяющихся цифр. Поскольку все «зашифрованные» 
цифры отличны от нуля, мы находим. что SO = 26, НЕ = 
= 57 и RAN = 4 1 3. Разумеется, все проведенные �ыше 
ВЫК.1адки мы производил и в системе счисления с осно· 
в а нием, равным 9. 

[К У и .'1 К И, М. М., 45, 1 03 (February 1972) .] 

344. Если мы расположим все n + т жуков, так ска· 
заТh, «в одну шеренгу», позаботившись, чтобы они не рас· 
ПО.1зались, то места, в которых помещаются n самцов, мо· 
жно будет выбрать C�+II способами. Среди первых х - 1 

Ck-I б мест мы можем разместить k - 1 самца х- I спосо ами, 

I 888деи играет ту же роль, что 999дос в предыдущем рассу· 
ждении. - П рим. ред. 
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э n - k оставшихся самцов мы можем (после того, lсак 
первые k особей получат свои места) разместить среди 
оставшихся т + n - х мест C';,.+�-x способами. Следова
TeJIbHO, вероятность f (x) ТОГ9, что Xk = х, равна 

C,,- IC· .. -I< 
f (x) = 1<- 1  .. т+n-х 

, Ст+n 
х = k, k + 1 ,  . . .  , k + т, 

а искомое среднее значение ЧИСJlа Xh равно 
"-+", 

Е (Xk) = L ,,' (х). 
х=" 

ПО.10ЖИМ У = Х - k и рассмотрим сумму 
"-+т т 

� Ck- 1C .. -k k � с" с.n-ц L.. Х х- I  т+n-х = L.. y+k m+n-y-li .• 

х=" У=:) 
Заметим, что C�H представляет собой коэффициент 
при t" в раЗJюжении ( 1  - t)-k-' по степеням t. 
а C:+�-y-,. - коэффициент при ,т-у В разложеmш 
( l  - t)-n+k-I. ПОСКО.1ЬКУ ( l  - t)-k- ' ( 1  _ t)-n +k- '  = 
= ( 1 - t)-n-2, наша сумма равна ЧIIСJ1У k, ум ноженному 
на коэффициент при tm в раЗ.10жешш ( 1 - п-n-2. С.1едо-
вательно, 

kC�+n+ ,  k (111 + n + 1)  
Е (Хр) = = . 

С';,.+n n + 1 

[Дж. Х и к м э н, М. М., 45, 1 06 (February 1 972) ' .] 

345. Пусть гномон-магический квадрат имеет вид 
а, Ь, с, 
а2 Ь2 С2 
аз bJ сз 

В соотвеТСТВlI1I с опреде.1ением 

а2 + Ь2 + аз + Ьз = аl + ы� + а2 + Ь2 = 

= ы� + С, + Ь2 + С2 = Ь2 + С2 + Ьз + сз. 

I Фuрмулировка 9тоl\ задачи в нашем IIздании несколько изме
иена; соответствующие изменения внесены также и в решение. 
Прuм. ред. 
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Приравнивая первые две сумм ы, находим, что 

аз + Ьа = аl + bl и Ьа - Ь1 = а! - аз, 

приравнивая две вторые суммы, находим, что 

bl + C1 = Ьэ + СЗ и CI - Са = ЬЗ - bl •  
СJIедовательно, 

al - аз = CI - СЗ И al + сз = а1 - C1 •  

ПрибаВJIЯЯ [{ обеим частям данного равенства Ь2, мы И 
ПОJIучаем требуемое утверждение. Это свойство не рас
пространяется на квадраты 4Х4. Чтобы в этом убедиться, 
рассмотрим два таких квадрата: 

о о о о 
о о о о 
о о 1 О 
О О О О 

1 О 1 О 
О О О О 
1 О 1 О 
О О О О 

При мер первого квадрата показывает, что если суммы 
подквадратов 3Х3 равны между собой, то тем не менее 
суммы диагоналей не обязаны совпадать. Второй пример 
показывает, что суммы диагоналей не обязаны совпа
дать даже в том случае, если все суммы подквадратов 
2Х2 равны между собой. 

[3. У с и с к и н, М. М., 45, 107 (February 1972) .] 

346. Мы покажем, что неравенство 

1 + 1 + 1 2 3 
Х. (Х2 Хз ::?'  г '  

вообще говоря, не верно*. В самом деле, пусть Q внут
ренняя точка данного треугольника, такая, что расстоя
ния YI , У2, УЗ от нее до сторон треУГОЛЬНllка удовлетво
ряют соотношениям 

1] 1  "I/ёi; 
-;; = "I/al ' 

!/з -va; - = -- ,  
YI "I/ёi; 

где а" а2, аз - стороны треугольника А.А2Аз (таJ{ая ТО'14 
ка, очевидно, ровно одна) .  Мы IIокажем, что 

:, + :2 
+ :3 � �, + :2 + :3 · 
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причем равенство достигается в том и толыю В том С_'1У4 
час, когда заданная точка совпадает с Q. 

Прежде всего заметим, что 

а IY� = a2Y� = азу�; 

общее значение этих величин обозначи'\1 М2. 
Далее, 

x1al + Х:Р2 + ХзQз = Yla\ + У:Р2 + У1Qз = 2S, 

где S - площадь треугольюша. Тогда 

2S = a lYI + а2У2 + аз!lз = л,f2 (-'- + -' + -' ) . 
У. У2 Уз 

Точно так же 

откуда 

Отсюда 

2S = М ("го:; + -V а2 + -V аз ), 

_' 
+ 

_1 + _1 = (--/"0; + -va;- + .уа;-)2 
• 

У. У2 Уз 2s 

следует, что 

_' + _1 + _1 _ (_' + _1 + _' ) = 
Х, Х2 ХЗ У, У2 Уз 

Х2ХЗ + ХЗХ, + Х'Х2 (-va;- + -va;- + ,..;а;)2 
Х'Х2ХЗ 2S 

(а,х,+а2Х2+азхз) (Х2ХЗ+ХЗХ,+Х,Х2)-(--/Q;" + --/а; + --/;:;;)2 Х'Х2ХЗ - 2х.х2хзS 

Числитель этой дроби равен 

a lx� (x2 
+ Хз) + а2хНхз + X1) + аЗХНХ1 + Х2) 
- 2 (G:Pз + азаl + a1a;l) хIх2хз = 

= Х1 (-V� X2 - �Uз ХзУ + Х2 (-VазХз - -Va. XIY + 
+ Хз (-V аl Х\ - -Vll:г Х2)

2 � о. 
Равенство достигается только в том случае, когда 

-v аl ХI = -vёi;.x2 = -Vаз хз, 
то есть когда 



В частности, для центра вписанного круга Х. =Х2=Хз=Г, 
так что � 2 _1 + J... + _I_ 

r :;;-- У. У2 Уз • 
В СJ1учае "равенства У/ = r и а/ = М2/г2 равны между 
собой. Таким образом, е сли треУГОJ1ЫШК равносторонний, 
то для всякой внутренней точки 

_1_ + _1_ + _1_ 2 _1_ + _1 + _I _ _  � 
х . Х2 ХЗ :;;-- у. У2 УЗ - r ' 

а если неравносторонний, то найдется ТОЧ1<а Q, дДЯ 
которой 

� > _1 + _1 + _1 = (1fli: + 4(i; + --Jёi;)2 
r у. У2 уз 2S 

[л. К а р Т .'1  И ц, М. М., 45, 107 (February 1972) .] 

347. Вместо того чтобы решать исходную задачу, м ы  
решим ее обобщение. которое фОРМУЮIруется следующим 
образом. 

Пусть задан N-мерный ПРЯМОУГОJ1ЬНЫЙ блок с целыми 
сторонами т Х n Х . . . Хр. Разобьем его на V = тn . . . р 
ячеек (единичных N-мерНbIх кубов) ГIшерплоскостямп, 
параJ1лельными его простым, то есть N-мерНbIМ, граням. 
Назовем «спичкой» единичный (N - 1 )  -мерный куб. Оче
видно, что спичка конгруэнтна простой грани ячейки. Мы 
хотим расположить спички на простых гранях ячеек так, 
чтобы: 

1 )  каждая спичка точно покрыва.'1а простую грань 
какой-нибудь ячейки; 

2) у каждой из ячеек ровно две простые грани БЫJНI 
покрыты спичками и 

3) ни одна из спичек не раСПО.'Iагалась на простых 
гранях исходного блока. 

Требуется найти необходимые и достаточные ус.'10ВИЯ 
на N, т, n, . . . • р, при которых такая задача разрешима. 

Мы утверждаем, что задача разрешима в том и только 
в том случае. еСJIИ объем V нашего БЛОI<а четен и БЛОI{ 
состоит БОJ1ее чем из одного ряда ячеек (откуда следует, 
в частности, что N � 2) . В терминах сторон т. n, . . .  , р 
эти условия означают, что ПОСJ1едовательность т, n • . . . • р 
состоит по крайней мере из двух ч_,енов, что по крайней 
мере одна из сторон четна и что по крайней мере две 
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стороны отличны ОТ 1 .  Общее число нужных спичек рав
но V. Для исходной задаЧII о (\артонном квадрате все ЭТИ 
УСJJOВИЯ ВЫПО,,'Jняются, если n четно (здесь N = 2) . 

Заметим, что из пп. 1 и 3 вытекает, что спички по
крывают те простые грани, 'которые лежат внутри блока. 
Поэтому мы получаем следующее условие, двойственное 
'{ п. 2: 

4) каждая Спичка покрывает простые гран" ровно 
у двух ячеек. (Такие ячейки мы назовем связанными.) 

Заметим еще, что условие п. 3 запрещает нам, в ча
стности, помещать спички на гиперп,,'!оскостях, перпенди
I{УЛЯРПЫХ любой стороне БЛОI<а, длина которой равна 1 .  
Поэтому м ы  можем по желанию менять размерность N 
нашего блока, добавляя или выбрасывая стороны еди
ничной длины в пос,,'!едовательности т, n, . . . , р и не 
меняя при этом распо,,'!ожения спичек (с той, разумееТСfJ, 
ОГОВОРI<ОЙ, что размерность нашеii СШIЧКИ N - 1 меняется 
Bl\leCTe с изменением N) . 

Перейдем теперь ({ самому доказательству. Предполо
жим, что для некоторого б,,'!ока существует нужное рас
положеНllе спичек. Тогда в силу пп. 2 и 4 У каждой ячей
ки есть ровно две другие ячей(ш, с ней связанные. Ес,,'!и 
бы блок состоял только из одного ряда ячеек, то у кон
цевой ячейки могло бы существовать не бо,,'!ее одной 
ячейки с ней связанной. ПОЭТОМУ, чтобы существовало 
нужное расположение спичек, блок должен иметь эффеJ{
тивную размерность (то есть размерность, которая по
лучается после уда,,'!ешlЯ всех сторон единичной длины) 
не ниже 2. 

Да,,'Jее, начав с произвольноii ячейки, перейдем к од
ной из ячеек, с ней связанной. «Попав» В ЭТУ новую 
ячеЙI{У, мы переходим 1\ с,,'!едующей (единственной) , свя
занной с ней ячейке, отличной от той, из которой м ы  
вышли. Тем самым определяется путь, составленный из 
ячеек. Поскольку же число ячеек конечно, а ({аждая из 
ячеек связана ровно с двумя другими ячейками, м ы  в 
конце пути вернемся в ту самую ячейку, с которой на
чали наше движение. Назовем такой замкнутый путь 
обходом .  Заметим,  что при каждом обходе между ячей
ка1\Ш, спичками и шагами устанавливается взаимно-одно
значное соответствие, при котором каждая ячейка соот
ветствует спичке, пересекая которую, м ы  входим в дан
ную ячейку; каждый шаг соответствует спичке, пересекая 
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которую, м ы  входим в очередную ячейку, а также самой 
этой ячейке. 

Возможны два СJlучая: либо при данном обходе м ы  
побываем в о  всех ячейках нашего б.10ка, либо есть ячей
ки, в которые мы не попадаеll·1 ни на каком шаге. Во вто
ром С.1учае мы берем одну из этих «обде.1енных» ячеек 
и устраиваем, начиная с нее, новый обход. Условие п. 2 
гарантирует нам, что эти два обхода не пересекутся. 

Каждый обход представляет собой замкнутый путь; 
значит, он содержит СТО.1ЬКО же шагов в одном из 2N 
основных напраВ.1ениЙ (то есть направлений, пара.1.1е.1Ь
ных ребрам блока) ,  ско.1ько И В ПРОТИВОПО.10ЖНОМ ему 
направлении. Поэтому число шагов (а С.1едовательно, 
спичек и ячеек) , участвующих в обходе, обязано быть 
четным .  Поскольку весь б.10К распадается на конечное 
число не пересекающихся между собой обходов, общее 
число V ячеек в блоке обязано быть четным. В СИ.1У 
взаимно-однозначного соответСТВИЯ число спичек также 
равно V. Тем самым мы завершит[ доказательство в 
одну сторону. 

Проведем его теперь в обратную сторону. Пусть N�2, 
т четно, k = m/2 И n >  1 .  Разобьем наш БЛОI{ на V/kn 
плиток, каждая из которых имеет размеры 2ХnХ I Х . . .  
. . .  Х I (2Хn, если N = 2) . Мы можем устроить обход 
каждой П.1ИТКИ так, как показано на рисунке. 

I r -t- -l- - -� - -�- '  I [_ _+ _ _ __ _ _ J 
Пунктирная линия соединяет центры связанных ячеек 

в данном обходе; спички располагаются на простых гра
нях, пересекаемых пунктирной линией. данную фигуру 
можно р ассматривать как изображение 2 Х 5 ПЛИТКJI 
2Х5Х 1 Х . . .  Х 1 ,  которое ПОЛУЧII.10СЬ при проектирова
нии этой плитки на плоскость, перпендикулярную всем 
ее единичным сторонам ,  ИШI (в силу второго замечания) 
как []Литку, у которой удалены все единичные стороны. 
Теперь, р асположив «спички» в каждой из плиток, м ы  
можем получить искомое расположение спичек, просто 
сложив из этих плиток исходный блок. Таким образом, 
мы 11О.1НОСТЬЮ за:uершили наше доказательство. 
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Отметим прежде всего, что мы решили одно из двух 
пепосредственных обобщений ИСХОДIIОЙ задачи. другое 
ее обобщение получится, если мы заменим ус.повие п. 2 
на условие п .  2', а именно: 

2') у I<аждой ячейки ровно половина (то есть N) про
стых граней должна быть покрыта спичкаМ II .  

Мы можем пойти дадьше и заменить п .  2 на п. 2": 
2") ровно r п ростых граней каждой ячейки должно 

быть покрыто спичками, где r фиксироваlIО. 
Необходимые и достаточные условия существования 

такого покрытия должны теперь фОРМУо1ироваться в тер
минах У, N, т, 11, . . . , р. 

Еще одно обобщение получится, если мы отбросим 
требования, чтобы размерность спички равнял ась N - 1 
и чтобы покрывались только простые грани. Спичка пред
ставляет собой теперь М-мерный куб, конгруэптный М
мерной грани каждой ячейки. Условия соответственно 
примут вид: 

1 )  каждая сппчка покрывает М-мерную грань неко
торой ячейки; 

2') половина, то есть 
2N-M- 'Ct 

2) у каждой ячейки ровно { 2 

2") У, при фиксированном r 

М-мерных граней покрыто спичками и 
З) нп одна из спичек не расположена па границе БЛОI{а. 
Какие теперь нужно наложить неоБХОдlIмые и доста

точные условия на r (в случае п .  2") , М, т, n, . . .  , р, 
чтобы нужное расположение спичек существоваJIO? Есте
ственный частный случай такого обобщения состоит в 
том, что М = 1 ,  и спичка тем самым представляет собоii 
единичный отрезок, ПОI<рывающий ребро ячейки. 

[Т. у р е й, М. М., 45, 1 1 0 (Febrtlary 1 972) .] 

348. Заметим, что при О :::;; х :::;; 1 

(f - А ) а - В) -- О  
f """" • 

Проинтегрировав это равенство в пределах от О до 1 ,  мы 
и получим требуемое соотношение. 

[Е. Ш м е й  х е л ь, М. М., 45, 229 (March 1972) .] 

233 



349. Из равенства 

(3 . 2 - I )Х + 2 = (3 · 6 - I )У 

HaxoДlIIII, что 
(_ I )Х + 2 = (- I )У + 3k, 

откуда ясно, что у должно быть четным. С другой сто
роны, из рапен�тва 5х + 2 = (5 · 3  + 2) у видно, что 2у - 2 
делится на 5, а значит, у - 1 делится на 4; оп<уда сле
дует, что у нечет но. Полученное п ротиворечие и доказы
вает нужное утверждение. 

[Э. Д ж а с т, М. М., 45, 230 (jVlarch 1 972) .] 

350. Положим ( TW) = х, (О) = у, (EL VE) = г, где, 
очевидно, х � 23. Путем ряда проб мы быстро находим,  
что S/ Х = 987 или 986. 

Тогда 1 0 000х + z = 987 ( 1  Ох + у) или 986 ( 1 Ох + у) . 
Пусть, скажем, S/X = 987, откуда z = 987у - 1 30х. Про
буя значения у = 6, 5, 4 н помня, что каждая буква изо
бражает лишь одну цифру и что, кроме того, начальная 
11 четвертая цифры у z совпадают, мы находим, что этот 
С!iучай невозможен. 

Поэтому S/X = 986 и z = 986у - 1 40х, буквы О и Е 
не могут представлять одну и ту же цифру; следователь· 
но, у должно быть нечетным. Придавая у значения 7 и 5, 
мы получаем , что у = 5, х = 34, z = 0 1 70. 

Таким образом, расшифрованный I<риптарифм примет 
вilД 

х 9 8 6  
3 4 5  

4 9 3 О 
3 9 4 4 

2 9 5 8 

3 4 0 1 7 0 
[Дж. Х а н т е р, М. М., 45, 230 (f,'1arch 1 972) .] 

351 .  1. Разделим каждую сторону равностороннего 
треугольника Т, высота которого равна 4, IJa 4 равные 
части. Перенумеруем в циклическом порядке от А\ дО 
A I2 все вершины и точки деления, начав из некоторой 
вершины треугольника Т. Построим на отрезках А\А2, 
А5А6 и AgA 10 КЗIС на сторонах три раВНОСТОРОIlIIИХ тре-
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угольника, внешних по отношению к Т, а сами отрезки 
удалим. Получившийся при этом многоугольник обла
дает нужным свойством, поскольку каждая пара добав
ленных сторон видна из неl.<ОТОРОЙ внутренней точки, от
стоящей от соответствующей стороны треугольника Т не 
более чем на единичное расстояние. В то же время если 
бы все добавленные стороны были видны из некоторой 
точки Р, то Р ОТСтояла бы от каждой из трех сторон Т 
не более чем на J ,  что невозможно. 

[Н. Г У н д е р с о н, М. М., 45, 232 (March J 972) .} 
11. Решение, показанное на рисунке, представляет со

бой стрелообразный IIIНОГОугольник, стороны I{OTOPOfO 
перенумеровапы от I до I J .  Стороны 3 и 5 пересекаются 

в точке Q. Стороны 8 и 10 пересекаются в точке Р. Сто
роны 3 и 5 одновременно видны только из точек, лежа
щих внутри маленького треугольника, расположенного 
справа от Q. Стороны 8 и 10 одновременно видны толыш 
из точек маленького треугольника, расположенного сле
ва от Р. Следовательно, ни из одной точки стороны 3, 5, 
8 и 10 нельзя увидеть одновременно. С помощью простых 
проб мы устанавливаем, что каждую пару сторон можно 
увидеть из некоторой BHYTpeHHeI"f точки. 

[1\·1. Г о л Д б е р г, М . М., 45, 232 (March J 972) .] 
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352. Функция у = loga х (а > О, а =1= 1 ,  х >  О) обрат
на к функции у = аХ. В силу СИМ\I.fетрии их графиков от
носительно прямой у = х мы заключаем, что в случае 
касания оба графика либо касаются прямой у = х, либо 
перпендикулярны ей. Следовательно, в точке касания вы
полняются соотношения 

у' = аХ \п а = +  1 ,  х = аХ. 
Решениями этих уравнении будут соответственно а = e1/e 
(х = е) для знака «+» и а-е (х = е-1 ) для знака «-». 

Таким образом, график у = аХ касается графика у = 
.= \oga х при а = e1/e и а = е-е. 

[В. К о н е ч н ы й, М. М., 45, 234 (МагсЬ 1 972) .] 

353. Если бы центры равностороннего треугольника и 
описанного около него эллипса совпадали, эллипс и OI{
ружность, описанная около данного треугольника, ока
зались БL! концентрическими. Следовательно, четыре точ
ки пересечения эллипса и окружности служили бы вер
шинами не которого прямоугольника. ПОСКО.'lьку вершины 
р авностороннего треугольника не могут быть тремя вер
шинами ни для какого прямоугольника, исходное пред
положение ложно. 

Аналогичное допущение относительно вписанного эл
липса означало бы, что каждая хорда, соединяющая точ
ки касания, делилась бы пополам биссектрисой соответ
ствующего внутреннего угла треугольника. Однако по
следнее возможно только в случае, если каждая вер
шина треугольника лежит на продолжении одной из глав
ных осей эллипса. Но две вершины описанного треуголь
ника не могут лежать на одной прямой, проходящей че
рез центр эллипса. Следовательно, в правильный тре
угольник нельзя вписать эллипс, центр которого совпа
дал БL! с центром данного треугольника. 

[л. Б э н к о ф, М. М., 45, 236 (МагсЬ 1 972) .] 

354. Докажем более сильный результат. Для этого за
метим, что число (a - 2) (а - l ) а (а + I ) (а + 2) пред
ставляет собой произведение пяти последовательных це
лых чисел, так что одно из них делится на 3 и одно де
ЛIIТСЯ на  5. Если а - 1 и а + 1 - простые числа, то а - 2, 
а, а + 2 - последовательные четные числа, так что по 
I{райней мере одно из пих делится на 4, а два остальных 
на 2. Следовательно, произведение трех целых чисел, 
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смежных с прОСТЫllfИ близнецами > 5, делится на 
3 · 5 · 4 · 2 · 2. Другими словами, аЗ - 4а делится на 240. 
На caMOl\l деле ес.'IИ а представляет собоii удвоенное не
четное ЧIIСЛО, СI<ажем 42, то аЗ - 4а де.'IИТСЯ на 480. В пО� 
следнем случае простые близнецы имеют вид 6k - 1 и 
6k + 1 ,  где k нечетно. 

IЧ. т р и г г, М. М . ,  45, 295 (М ау 1 972) .] 
355. Любые четыре вершины полностью определяют 

некоторый четырехугольник. Единственная точка пере
сечения диагоналей такого четырехугольника лежит в 
силу выпуклости внутри исходного МНОГОУГОЛЬНИI<а. Эта 
точка принадлежит ровно двум диагоналям нашего n
угольника. Следовательно, число пересечений диагона� 
лей исходного n-УГОЛЬНlша окажется максимальным, ко
гда все такие точки будут отличны друг от друга. Но 
в этом случае их число будет совпадать с количеством 
четырехуголыншов, которые можно составить из вершин 
исходного многоугольника, а именно с 

С4 _ n (n - I ) (n - 2) (n - 3) n - 24 
• 

[Р. Х у д, М. М., 45, 284 (Л1ау 1 972) .] 
356. Nlbl можем записать следующее соотношение: 

3 [ 1 000 (B/D) + (FOR)] = 4 [ 1000 (FOR) + (БlD)]. 

Раскрывая Iшадратные скобки, мы получим 

3000 (В/ D) + 3 (FOR) = 4000 (FOR) + 4 (В/ D\ 

Приводя «подобные члены», мы придем к соотношению 
2996 (B/D) = 3997 (FOR) . Разделим обе части данного 
равенства на 7, при этом получится соотношение 

428 ( РОЮ 428 (B/D) = 57 1 (FOR), или 57 1  = (ВIi5) '  
Поскольку у данной дроби нет другой формы, содержа
щей в числителе и зна!llенателе трехзначные числа, мы 
находим, что В = 5,  / = 7,  D = 1 ,  F = 4,  О = 2 ,  R = 8, 
а весь криптарифм расшифровывается следующим обра-
80М : 

3 (571 428) = 4 (428 57 1 ) ,  или ] 7 14 284 = ] 7 1 4 284. 
[Э. К е й л о г, М. М., 45, 285 (Мау 1972) .] 
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357. 1. Если мы окажемся достаточно изобретатель
НЫМII и проведем дополнительные липии, показанные на 

РИС. 1 .  

рис. 1 ,  то немедленно получим следующие соотношения: 

y = u sin 8, 
v = 2a sin 8, 

v2 + (и + а)2 = 4а2• 

Исключая отсюда u и V, мы приходим К уравнению 

у = a (sin 28 - siп 8). 

Если Р - центр тяжести нашей палки, то положение рав
новесия будет достигнуто в том случае, когда Р будет 
расположен в самом низком из возможных положений. 

.. 

PIIC. 2. 

п 
2 

-k-----I--O 

(2а cos8. 8 )  

Поэтому ИСI{QМЫ М  УГЛОII.f будет тот угол, при котором у 
примет максимальное значение. Приравнивая к нулю 
у' (8) , мы приходим К уравнению 

4 cos2 8 - cos 8 - 2 = О, 

из которого находим 

8 1 ± .узз 
cos = 

8 
Но искомый угол острый. Поэтому единственным реше� 
нием задачи будет 8 :::::: 32032'. 
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1 1 .  Введем полярные координаты так, как показано 
на рис. 2. Тогда траеl<ТОРИЯ центра тяжести Р (рис. 3) 

Рис. 3. 

iI 

21 � "" - - - -
", .... / , , , 

будет задаваться уравнением 

r = 2а cos е - а, 

\ 
\ 
\ 

Для того чтобы найти наинизшее положение Р, вспом
ним выражение для углового коэффициента касательной 
к кривой, заданной в полярных координатах, 

k - r + r' tg B  
- " - r tg B 

и приравняеl\l его к нулю. Подставляя выражение , (О) 
в равенство 

r + r' tg e = o, 

мы и получим уравнение 

4 cos2 е - cos е - 2 = о. 

Решая его, найдем е � -32032'. Знак «-» связан с ии
тервалом изменения е в полярных КООРДlIнатах. 

Второе решение обладает теми преимуществами, что 
здесь нам не потребовал ось проводить дополнительные 
построения, а также оно позволяет найти траекторию 
пентра тяжести и дать интерпретапию для второго зна
чения cos О. 

[Дж. С т а б, М. М., 45, 286 (Л1ау 1 972) .] 
358. Проведем окружность, которую мы обозначим 

через А (АВ) , с центром в точке А радиуса АВ. Начиная 
от точки В, раствором АВ отметим на окружности точки 
С, D, Е так, чтобы ВС = CD = DE = АВ. Тогда BD = 
= .у'3 (АВ). Проведем дуги B (BD) и E (BD) , пересекаю-
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щиеся в точке Р. При этом АР = -V 2(АВ) . Проведем 
дуги В (АР) и Е (АР) , пересекающиеся в точке а, которая 
лежит на окружности А (АВ) .  Если А и В - смежные 
веРШИIIЫ ИСI\оМОГО квадрата, то G представляет собой 
его третью �ершипу. При этом четвертой вершиной Н 
служит ТОЧi{а пересечепин дуг G (АВ)  и В (АВ ) . 

Если же А и В - противоположные вершины искомого 
квадрата, то найдем точку L, которая получается из точ
ки F с помощью инверсии относительно окружности 
А (А В ) .  Длн этого мы спача.'1а проведем дугу Р (АР) , ко
торая пересечет А (А В)  в точках J 11 К, а затем проведем 
дуги J (АI) и К (АК) , пересекающиеся в нужной точке L. 
Тогда AL = AB/-V"2. С.1едовательно, другими вершинами 
М и N ИСI{ОМОГО квадрата будут точки пересечения дуг 
A (AL) и B (AL) . 

[М .. Г о л д б е р г, М. М., 45, 290 (Мау 1 972) .] 

359. Пусть G - центр тяжести, / - центр вписанной 
окружности. S - площадь, ha и ht> - высоты, опущенные 
соотвеТСтвенно на стороны а н Ь в треугольнике АВС. 
Обозначим через Р и Q точки пересечения прямой а/ 
соответственно со сторонами ВС и СА. Поскольку cYII.fMa 
площадей треугольников арс и aQc совпадает с анало
гпчной суммой для треугольников [РС и IQC и СР = CQ, 

I I мы находим, что 3" ha + 3" hb = 2г. Требуемое равенство 

получится теперь немедленно из соотношении 
2S 2S 2S 

ha = а '  hb = Ь и r = а + ь + с • 

[Ф. Л е й е н б е р г е р, А. М. М., 77, 80 (January 1 970) .] 

360. },1ы можем считать без ограничения общности, 
что центр многоугольника попадает внутрь некоторого 
Iшадрата в точку. которая находится на расстояюlИ 1 от 
ближайшей к нему стороны этого квадрата. Опустим пер
пендикуляр из центра нашего многоугольника на эту сто
рону и рассмотрим углы, образованные этим перпендику
ляром и «радиусами» (то есть ПРЯ!\IЫМИ, соединяющими 
центр с вершинами) многоугольника. Один из таких 
углов. наименьший по абсолютной величине, обозначим 
через 8. Вершина, лежащая на соответствующем «ра
диусе», расположена ближе всех к данной стороне, по
скольку расстояние от нее до этой стороны равно l-cos е, 
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а эта величина принимает МIПШl\lальное значение, когда 
cos О максимален. 

Если многоугольннк пересекает данную сторону квад
рата, то 1 должно быть меныре cos О. ПОСКОЛЬКУ число 
сторон м ногоугольника кратно 4, ситуация одинакова по 
отношеНJlЮ ко всем сторонам квадрата. Следовательно, 
центр МНОГОУГОЛЬНИI<а должен находиться не дальше чем 
на cos е от одной ИЗ сторон квадрата. Вероятность такого 
события равна 

1 6  cos B - 4 cos2 В 
16 ( 1 )  

Данная величина представляет собои отношение площа
ди той области, в которой может находиться центр мно
гоугольника, пересекающего квадрат, к площади всегО 
квадрата. 

Далее очевидно, что О ::::;; е и о ::::;; 'Л/4n. Следователь
но, вероятность того, что на ш угол окажется в бесконеч-
110 малом интервале между каким-то е и е + de, равна 

4n dB --
n (2) 

Вероятность того, что наш многоугольник пересечет квад
рат и при этом угол О OI{ажется в нужном интервале, 
равна произведению ( 1 )  и (2) . Искомая вероятность по
пучится теперь интегрированием по всем значениям е, 
то есть окажется равной 

n/4" 
4n ( (cos е - .!.. COs2 е) de = � sin � - � sin � - ..!.. . n j 4 n 4n 411: 2n 8 

о 
[1\. I\ е с с е л, А . М. М., 71 , 8 1  (January 1 970) .) 

361 . 3амеТИII.f, что 
1 )  если 2а делит рn - 1 . то а ::::;; 4, поскольку 25 + I 

не равпо степени простого числа;  
2) если qb делит рn - I (q - нечетное ПРОстое) , то 

q = 2h - 1 н, более того, Ь = 1 ,  поскольку q2 + 1 четно 
и содержит по крайней мере петривиальный делитель 
(а значит, не может быть степенью простого числа) ; 

3) если q и r оба имеют вид 2't - 1 ,  то они не могут 
одновременно делить рn - 1 ,  так как число qr + 1 четно 
11 обладает по крайней мере ОДНIIМ неТРИDиальным дели
телем (а значит, не совпадает со степенью простого 
числа)  ; 
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4) если 2 и q = 21< - 1 оба делят рn - 1 ,  то число 
2q + 1 тоже должно быть вида 21< - 1 ,  откуда q = 3. 

Таким образом, ИСКОМЫIl.fИ числами будут простые 
числ а вида 21< - 1 и делителп числ а 48 ( = 24 · 3) . 

[Д. М а р ш, А . М. М., 7 1 , 1 94 (February 1970) .] 

362. Утверждение справедливо и является следствием 
тождества 

1 ас 1 - Re ас = � 1 ё - а 12 - � ( 1  с 1 - 1  а 1 )2. 
Достаточность данного условия очевидна. Чтобы убе
диться в его необходимости, выберем такие а и с, чтобы 
1 а 1 = 1 с 1 = 1 z 1 '/. ; при этом исчезнет второе слагаемое 
в правой части данного тождества. 

[Дж. К а т т л е р, А. М. М., 7 1 ,  1 94 (February 1 970) .] 

363. Положим (0= cos n + i sin n . По формуле Муавра n n 
(О± / = cos nj ± i sin nj , а потому n n 

. I cos !!:L = - «(0/ + (0-1) n 2 
И - 1 = (ОП. Следовательно, 

n- I n- I [ '  
/ n 

L (-I )/ СоSn (� ) = L (Оn/ ()) �())- ] = 

/==0 /==0 
_ 1  n n _ 1  

= ( � )
n L (Оn/ L C�(O/ (n-2k) = (� )

n L c� L (О/ (2n-2М. 
/==0 k==O k=O j==O 

n- I  
Далее заметим, что L (0/ (2n-2k) = О, если только k не 

/==0 
р авно О или n; в последнем случае данная сумма равна n. 
Таким образом, исходная сумма равна 

;
n [n� + nC�] = ;-1 . 

[г. Р и к а р д о, А. М. М., 7 1 ,  405 (March 1 970) .] 

364. Поскольку 

данная величина не зависит от способа расстановки 
скобок и Nэ =  1. Точно так же (2(22),) = 162 = 256, в то 
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( (2'» время как 2 2 = 2 16. с.'1едовательно. N4 = 2. Выра-
жения вроде 

2) 
2 

(2 
2) 

2 
(2 

не допускаются, поскольку в них скобки не вложеНhI друг 
в друга. Поэтому каждую новую двойку можно добавить 
только к вершине или к основанию «лесеНlШ» меньшего 
порядка. 

При n = 5 мы получим 

(256)2 = (28)2 = 2 16; (216)2 = 232; 2256; 2(216) И N 5 = 4. 

При больших значениях 11 числа, полученные добав
лением ДВОЙКII к вершине «лесенки», гораздо меньше тех 
чисел, которые получаются добавлением двойки к осно
ванию «лесенки» *. Таким образом, Nn+l = 2Nn, И.'1lI 
N n = 2(n-З) при n = 3, 4, 5 . . .  

[М. Г о л д б е р г, А . М. М., 77, 525 (Мау 1970) .) 

365. 1 .  Пусть f (х) = х'/Х• Легко показать, что j (х) - О 
при х - о, f (х) - 1 при х - 00 ,  f возрастает, когда х 
изменяется от О до е, и f убывает, когда х изменяется 
от е до 00 *. Следовательно, максимальное значение, С, 
величин f (k), где k = 1, 2, . . . , равно тах (f (2), f (3». 

2 3 " 
Поскольку 3 > 2 , f (3) > f (2), откуда С = 3 1'. Тогда 
f (m)� зl/. для всех положительных целых m. Если n� m, 
то mlln� m'lm � зl/,; следовательно, min (m'/n, n l im)� зl • • 

[Д. Л и н д, А . М. М., 77, 768 (July 1970) .] 

11 .  Предположим сначала, что т = n; тогда нам ну-n 
жно доказать, что -Уn � 1/3. или что Зn ;:::: nз. Но по
следнее неравенство легко доказать при n ;:::: 1 с ПО�lOщью 
математической индукции. Действительно, 

зn � nЗ 9 зn+1 � 3nЗ = 

= n3 + 3n2 + 3n + (n - 3) n2 + (n2 - 3) n. 
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Но это выражение больше (n + 1 ) 3  при n � 3. с.1учаи 
n = 1 , 2 тривиальны. 

Далее предположим, что I � n < 11l. Тогда 
I/m ___ I /n --- 3'/' 

n """",- n """"'- • 

[Ч. У э к с л е р, А . М. М., 77, 768 (July 1 970) .] 
366. Записав 2-m в виде 

( l� )m = 5m •  10-т, 

мы и получим нужный результат, поскольку 5m никогда 
не о){анчивается на О. 

[Дж. Д о д д с, 1\-1. М., 4 1 ,  50 (January 1 968) .] 
367. Поскольку в слове Romney 6 различных букв, 

длина периода десятичной дроби равна  6. Единственный 
однозначный знаменатель, пр" )<Отором это возможно, 
равен 7. Следовательно, О = 7. Буква N заменяет ка
кую-то цифру от I до 6. Единственной uифрой, при кото
рой все условия будут выполнены, является 4. Таким об
разом, расшифрован ный КРJlптарифм ПРlIнимает вид 

4 
7 = . 57 1 428 57 1 428 . . .  , 

а 
Romney = 57 1 428. 

[В. П а р ){, М. М., 4 1 ,  50 (January 1 968) .] 
368. Такого числа не существует. Действительно, пусть 

искомое число имеет вид а . . . Ь; тогда 

Ь . . .  а = 2 (а . . . Ь). 

Далее, а может равняться { ,  2, 3 или 4, а соответствую
щие значения Ь могут быть равными (2, 3) , (4, 5) , (6, 7) 
или (8, 9) . Сравнивая последние цифры исходного числа 
и его палиндрома, м ы  замечаем, что ){аждый из перечис
ленных выше случаев приводит ){ противоречию. 

[М. К л а м к н н, 1\-1. М., 4 1 ,  50 (January 1968) .] 

369. Предположим, что р и р + 2 - два простых Чl!4 
ела-близнеца, такие. что 

р2 + (р + 2)2 = k2, 
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где k - целое число. Тогда 
2р2 + 4р + 4 = k2• 

Но отсюда следует, что k2, а значит, н k четны. Пусть 
k = 211, тогда наше соотношение перепишется в виде 

2р'1 + 4р + 4 = 4n�, 

И.1II 
т1 + 2р + 2 = 2112. 

Левая часть данного равенства нечетна, посколы<у не
четно р, правая же часть четна. Следовательно, это ра
венство противоречиво. 

[Дж. Т а й н е р, М. М., 4 1 , 50 (January 1968) .] 

370. Поскольку помощник, узнав четность исходного 
числа, сумел решить задачу, то перед тем, как задать 
cBoiI вопрос, он должен был свести задачу к возможным 
криптарифмам, допускающим либо 11 нечетных решений 
11 одно четное, либо 11 четных и одно нечетное решение, 
где n > 1 .  Существуют три криптаРИфI\lа, удовлетворяю
щих этим условиям: 

аЬ 
аЬ ' где аЬ = 35, 46. 65 или 85 ( 1 )  

(3 нечетных и 1 четное решение); 
cddb 

ef 
где е' = 45, 56, 8 1 или 91 (2) � '  (3 нечетных и 1 четное решение); 

ghge 

jk 
где jk = 42, 48 или 93 (3) � '  ( 1  нечетное и 2 четных решения). 

emnj 

Если бы издатель прошептал «четное», ТО помощник 
все еще не мог бы решить задачу, так как он не сумел 
бы выбрать между криптарифмами ( 1 )  и (2) . Поэтому 
издатель должен был сказать «нечетное», из чего конку
ренты сделали вывод, что решеНIIе имеет вид 

9 3 
9 3 

8 6 4 9 

[3. У с и с к и н, М. М., 41,  43 . (January 1968) .] 
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371 .  Таких четырехугольников существует бесконечно 
много. Обозначим заданные окружности через C1 , С2, Сз 
И С •. Построим на плоскости произвольный uикличеСI<ИЙ 
четырехугольник со сторонами SI, S2, S3 И s,.. Затем про
ведем прямую ti, параллельную Sj и касающуюся Ci, 
i = 1 ,  2, 3, 4. Тогда четырехугольник со сторонами ti бу
дет циклическим, поскольку сумма двух его противопо
ложных углов равна 180°, а его (тороны будут касаться 
четырех заданных окружностей. 

[с. Р а б и н о в и ч, М. М., 4 1 ,  45 (January 1968) .] 

372. Обозначим иентр круга через Р, и пусть А С  и 
8D - Д13е взаимно перпендикулярные хорды, проходя
щие через точку о. Пусть, далее, ОР = а и е - угол ме
жду 8D и ОР. Тогда справедливы следующие соотно
шения : 

АС . /  2"" = 

"У ,2 - a2 cos2 8, 

АО = 
-У,2 - а2 cos2 8 - а sin 8, 

А02 = ,2 - а2 cos2 8 + а2 sin? 8 - 2а sin 8 -У,2 - а2 cos2 8, 

СО = -У,2 - а2 cos2 8 + а sin 8, 

С02 = ,2 - а2 cos2 8 + а2 sin2 8 + 2а sin е -У,2 - а2 cos2 8, 

Аналогично 

802 + D02 = 2,2 - 2а2 sin� 8 + 2а2 cos2 8 , 

и потому 
А02 + 8 02 + С02 + D02 = 4,2, 

где , - радиус нашего круга. 
Последняя сумма не зависит ни от А, ни от 8. Следо

вательно, если хорду, проходящую через точку О, повер
нуть на угол qJ, то при этом «заметется» площадь, равная 
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4,21р * Е :rt � • С.111 IJ' = 4" .  то соответствующая площадь равна 
n,2 
2 ·  

Мы можем обобщить этот результат на случай 2n 
хорд, расположеllllЫХ под равными углами. В этом слу-

:rt � 
чае IJ' = 2п '  а соответствующая площадь равна n .  

[1\\. Г о л д б е р г, М. М., 4 J ,  46 (Jапuагу 1968) .] 

373. После первого распила куб распадается на 2 ча
сти. Большая из них (состоящая из 1 7  ОДНОДЮЙМОВЫХ ку
биков) содержит один центральный кубик, для четырех 
граней которого требуется провести еще по одному рас
пилу. После того как последний из J!ИХ будет сделан, 
останутся еще не разделенными - независимо от любой 
перестаНОВIШ кусков - по крайней мере два однодюймо
вых кубика, для которых потребуется провести еще один 
распил. Тюшм образом, минимальное число распилов 
равно 6. 

[с. Н ь ю м э н, М. М., 4 1 ,  1 02 (February 1 968) .] 

374. ФУНКЦИЯ f (x) не меняется, если за!l!енить а на 
-а. или Ь на -Ь, или х на -х. Поэтому без ограничения 
общности мы можем считать, что х, а и Ь неотрица
тельпы и, кроме того, что а ;?;:  Ь. ЯСНО, что наименьшее 
значение Нх) надо ИСI{ать там, где она отрицательна, то 
есть при а - Ь < х < а + Ь. При этих условиях суще
ствует треугольнИI{ со сторонами 2а, 2Ь и 2х. Обозначив 
через S его площадь, заметим, что f (x) = -S2. По
скольку S максимальна тогда, когда угол между сторо
нами фиксированной длины 2а и 2Ь равен 900, мы нахо
дим, что х = а2 + Ь2 и 

1 
Smax ="2 (2а) (2Ь) = 2аЬ. 

Тю<им образом, 

[Р. Е г г л т о н, М. М., 41 , 1 02 (February ] 968) .] 

375. Легко проверить, что 

n [ n ]' 
Р (х) = �. тk (Х)= !!(X - k) . 
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Поэтому 
t n 
� Р (х) dx = П (х - i) I� , 

s .= 1 

откуда и следует нужное равенство. 
[э. Д ж а с т, 11-1. М., 4 1 ,  102, (February ]968) .] 

376. Если мы попытаемся найти нужный нам треуголь
ник среди тех, у которых це.почисленные стороны взаим
но просты, то пас постигнет неудача. Однако треуголь
ники, удовлетворяющие УСЛОВIIIО задачи, все же суще
ствуют. НаПРlIмер, м ы  можем взять 1 82 (3, 4, 5) = 546, 
728, 9 1 0. Еще одно решение имеет вид: 1 78 (3, 4, 5) = 
= 534, 7 1 2, 890. 

[М. Г о л д б е р г, М. М., 4 1 ,  96 (February 1 968) .] 

377. Если х < у - х и R подобен R", то 

или 

у х 
-х =  у - 2х '  

у 1 + -V2" 
-х =  1 

Если у - х < х, а R подобен R" и бб.'lьшая сторона R 
параллельна большей СТОРОllе R", то 

или 

'/ 1/ - х 
-Х = -2х - у ' 

.1L _ 1 + -V5 
х 2 

В этом случае, однаI<О, нарушается условие, что R' не 
подобен R. 

Если у - х < х и R подобен R", а большая сторона R 
параллельна меньшей стороне R", то 

или 

Х
= 

2х - у 
х у - х  

у -V"2 
-х = -1- · 

[дж. Т а й н е р, 11-1. М., 4 1 ,  98 (February 1968) .] 

378. ПОСI<ОЛЬКУ площади ПРОПОРЦИOl-Iальны квадратам 
соответствующих диаметров, достаточно найти 3 различ-
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ных целых числа ,  сумма которых равнял ась бы 26 и 
сумма квадратов которых равнялась бы 676 · 2  = 338. 

Пусть х, у, z - диаметры лепешек. Тогда 
х + у + z. = 26, 

х2 + у2 + z2 = 338: 
и, значит, 

х2 + у2 + Z2 = (х + � + Z)2 • 

Это приводит К дио.фантову уравнению: 

х2 + y2 + z2 - 2xy - 2xz - 2yz = 0, 
или 

(х - у - Z)2 = 4yz. 
Следовательно, yz является полным квадратом, откуда 
у = k2m, z = 12т для пеI<ОТОРЫХ целых k, 1, т и 

х - у - z = ± 2klm, 
х = m (k ± I)2, 

а значит, 
2 · 13 = 26 = m [(k ± I)2 + k2 + (2] , 

2 . 1 32 = 338 = m2 [(k ± l)4 + k4 + l4J, 
Отсюда т = 1 или 1 3. Прямой проверкой убеждаемся, 
что второе невозможно. Остается наЙТlI три различных 
квадрата, в сумме дающих 26. Единственные числа ,  удов
летворяющие этому условию, суть 1 ,  9, 1 6. 

[А. Б р у с с о, М. М., 4 1 , 1 00 (Februa ry 1 968) .] 
379. Пусть радиус Земли Е равен R, а радиус Лу

ны М равен r (см. рисунок) . Поскольку из любой точ-
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ки орбиты Земля и Луна должны быть видпы под оди
наковым углом qJ, мы можем указать две такие точки, 
а именно Т и Т' - точки пересечения соответственно 
внешних и внутренних касательных к Е 11 М. Из урав-
нения 

ctg
2 � = 

PE2 _ R2 
= PM2 _ r2 

2 R2 
---

r
�2---

м ы  заключаем, что все искомые точки образуют окруж
ность с центром на  прямой Т М Т' Е *. -

[ч. М е й л и, М. М., 4 1 ,  166 (March 1 968) .) 
380. 1. Из рисунка видно, что у многочлена ах2 + 

+ Ьх + с есть два действительных корня, поэтому 

Ь2 - 4ас > о. Из 2ах + Ь = О следует, что Х = - :а . 

Но из рисунка видно и то, что 

- b + -Jb2 - 4ac Ь 
2а < - Га ' 

а это невозможно. 
[с. С п  11 н д л  е р, М. М., 4 1 ,  1 59 (March 1 968) .] 

I I .  Очевидно, что координата точки пересечения дан
ной прямой с осью Х равна -Ь/2а, что совпадает с абс
циссой вершины данной параболы. Но из рисунка видно, 
что эти две точки не совпадают. В этом и состоит гроти
воречие. 

[Д. М ь ю е н ч, М. М., 4 1 , 1 59 (March ] 968) .] 
381 . 1. Если мы можем пользоваться толыю ненуле

выми цифрами. то существует не менее четырех решений 
данного криптарифма, например: 
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7 4 6 6 5  
1 7 9 3 
2 6 8  7 

7 9 4 5 
4 1 3 3 7  

2 4 9 6  
5 3 8 4 

4 9 2 1 7  

6 1 7 7 9  
2 6 8 4 
3 7 5  6 

6 8 2  9 
2 1 5 5 7 

4 2 9 8  
3 5 6  2 

2 9 4  7 



Если же можно пользоваться и цифрой О, то суще
ствует еще не менее 16 других решений, ТaI< что говорить 
О «единственности» данного рождественского поздравле
IIИЯ не приходится. 

[Л . Н о в а 1<, М. М., 4 1 ,  1 60 (March 1 968) .] 
l I .  Если мы будем действовать в девятеричной CI ; 

стеме, то, ]{ак подсчитала вычислительная машина 
UNIVAC- l I07 за 256 секунд, существует 5 слеДУЮЩl\Х 
решений, «единственность» которых состоит лишь в TO�", 
что В каждом из нпх Е = О: 

4 О 2 2 3  3 О 7 7 4 2 О 3 3 5 
1 4 8 5  1 3 8 6  1 2 6 7 
6 2 7 4 5 7 2 3 4 3 8  2 

4 8 1 0 3 3 8 1 0 4  2 6 1 0 5  
1 О 4 4 5 2 О 4 4 6  

2 6 8 3 2 5  7 
3 4 7 1 1 4 8 2  

-----

1 6 2 О 5 2 5 3 О 6 
Разумеется, существуют также многочисленные реше

ния в десятичной системе и в системах с основанием, 
большим 1 О; их число быстро растет с уве.'шчением осно
вания системы, и, следовательно, поле нашей деятельно
сти расширяется.  

[К Х э м м е р, М. М., 4 1 ,  1 60 (March 1 968) .] 
382. В журнале А .  М. M. 167, 923 ( 1 960) J  приведеп сле

дующий метод разбиения треугольника АВС, у которого 

А 

BL---����--------� C 

угол А - тупой. Проведем отрезки DE и FG (D на АВ, 
G на А С, Е и F на ВС) , касающиеся вписанной окруж
ности с центром в О, так, чтобы DE был перпендикуля� 
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рен ОБ, а ра - перпендикулярен ОС. Тогда r.,IЫ получим 
два остроугольных равнобедренных треугольника BDE и 
рас. Все углы пятиугольника ADEFG тупые. Проведем 
отрезки ОА , OD, ОЕ, ор, оа, которые разделят эти 
углы пополам и р азобьют пятиугольник на 5 треуголь
ников. Центральные углы в точке О все острые, посколь
ку каждый из других углов полученных пяти треуголь
ников больше 450. Следовательно, все пять треугольни
ков остроугольны. 

[М. Г о л д б е р г, М. М., 4 1 , 165 (March 1968) .] 
383. Пусть al, а2, . . .  , аn - последовательные сторо

ны нашего многоугольника и пусть х - отреЗОI{ al, рас
положенный между первой вершиной и точкой касания. 
В ыразим через х каждый последующий отрезок,. располо
женный между вершиной и точкой касания. Последний 
отрезок стороны аn равен первому отрезку стороны al. 
Поэтому 

или 

Следовательно, длина х рациональна.  ПОСI\ОЛЬКУ те же 
рассуждения проходят и для любого другого отрезка, мы 
получаем требуемое утверждение. 

[Н. Х а  р р е л л, М. М., 4 1 ,  224 (April 1968) .] 
384. N = 3nп! = 3n · ! · 2 · 3· . .  n = 3 · 6 · 9  . . · (Зп) .  В про

шведении (3n) ! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · . .  сомножители, кратные 
трем, разделены парами соседних целых чисел, из кото
рых одно четное. Поэтому число (3n) ! , !<роме N, содер
жит еще n четных сомножителей. Следовательно, число 

будет целым. 

(Зn)! (Зn)! 
<;!IN = бnn! 

[Ч. Т р и г г, М. М., 4 1 ,  224 (АргН 1968) .] 

385. Возьмем тупоуголыIйй треугольник А ВС, у ко
торого углы подчинены условию С >  В > А .  Обозначим 
через А ', В', С' проекuии точек А, В,  С соответственно 
на ВС, АС и АВ. В треуго.1ьюше А'В'С' дЛЯ углов вы
полняются соотношения В' > А' > С', которые можно 
установить, рассматривая касательные, проведенные в 
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точках А, В, С к окружности, описанной около треуголь
ника АВС, которые параллельны сторонам треугольника 
А'В'С'. Таким образом, мы требуем, чтобы выполнялись 
равенства А = С', В = А', С = В'. 

А k-----i----;/B 

А' 

Рассматривая циклические I четырехугольники АА'СС' 
и С'СВ'В и замечая. что высоты треугольника АВС де
лят внутренние углы высотного треУГОЛЬНИI{а пополам, 
мы находим, что В = А'  = 2А, С = В' = 2В 11 С = 2В = 

. n 21t 4n 
= 4А . Отсюда следует, что А = 7" '  В = Т и С = т .  

Если исходный тупоугольный треугольник является 
еще и равнобедренным, то задача не и меет решения, по
скольку при С > В = А мы получаем противоречивую 
цепочку равенств 

А = в = А' = В' = 2А = 2В. 

Следовательно, полученное выше решение единственно. 
Легко показать, что среди остроугольных треугольни

ков единственным треУГОЛЬНИКОl\l , подобным своему вы
СОТНОЫУ, будет равносторонний треугольник. 

[Л. Б э н к о ф, М. М. ,  4 1 ,  2 1 9  (Аргil 1968) .] 

386. Рассмотрим тетраэдр, у которого все плоские 
углы при одной из вершин прямые, а ребра, выходящие 
из этой вершины, равны соответственно а, Ь и с. Осталь-
ные три ребра тетраэдра равны cooTBeTcTBeIlHo.y' а2 + Ь2 • 
.у' Ь2 + с2 И .у' с2 + а2 • Поскольку су мы а квадратов 
площадей тех граней, которые прнлегают к данной вер-

1 См. ЛРlIмечаНllе Шl сТр. 76. - ПРLlд. neрев. 
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шнне, равна квадрату площаДII четвертой грани *, мы по
лучаем, что квадрат площади четвертой грани равен 

а2Ь2 + Ь2с2 + с2а2 
4 

Если мы раССМОТРИI\I аналогичный тетраэдр, у которого 
ребра, образующие прямые углы, равны COOTBeTCTBeHIIO 
р, q и Г, то квадрат площади его четвертоfl грани ol,a
жется раВНЫ:\1 

p2q2 + q2r2 + г2р2 
4 

Поскольку же нам дано, что 

а2Ь2 + Ь2с2 + с2а2 = p2q2 + q'lr2 + г2р2, 

то площади двух исходных треугольнИIЮВ равны между 
собой независимо от соотношения между а, р, Ь и q. 

[М. r о л д б е р г, lН. М., 4 f ,  22 1 (Apri\ 1 968) .] 
387. Выберем береговую линию в качестве оси х и 

возы\lмM точку О за начало координат. Направление оси х 
и положение ТОЧIШ В ВОЗЫIем таЮIМИ, чтобы ПРЯ:l1ая АВ 
пересекла ось в ТОЧI<е Е с координатой х = 9, располо-

о 6 Е 
х 

I 
I 

I В 9 I 
I 

I 
I 

А 

ЖС\IНОЙ справа от О. Обозначим через / сумму в долла
рах, I<ОТОРУЮ пассажир платит за каждую милю. 

Если / = 2, то владелец ЛОДI<И не получает прибыли 
при условии, что он забирает пассажира в точке х = -3, 
и разоряется, если эта точка находится справа от х = -3 
( причем максимальные потери будут в точке Е) . Слева 
от точки х = -3 011 получает прибыль, которая монотон
но возрастает и стремится к 6 долларам при х- -00, 

Если 2 < / < 4, то точка, в которой владелец не по
лучает прибыли, приближается 1< Е при / - 4; если / =  4, 
то эта ТОЧI{а совпадает с Е, а во всех оста.'IЬНЫХ точках 
владелец получает прибыль. 
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П ри всех ' >  2 прибыль возрастает неограНllченно 
при х _ -оо.  

Существует значение f � 1 ,82, ТЗI<ое, что при  любом 
меньшем f владелец лодки вовсе не может получить при
были. Ес.'IИ f = 1 ,82, то место встречи должно быть рас
положено в точке х = - 1 2,5, и в этом случае владелец 
не получает прибыли ; во всех остальных ТОЧI{ах он разо
ряется. 

При 1 ,82 < f < 2 существует не менее двух «беспри
БЫЛЫIЫХ» точек (нулей функции прибыли)  с «доходны
ми» точками, расположенными между некоторой парой 
«бесприбыльных» *. 

[К О г и л в и, .Лtf. A'f.,  4 J ,  222 (Apri1 1 968) .) 
388. Если центры салфеток, радиусы которых рап

ны 2, 3 и 10 дюймам, находятся соответственно в точ
I{aX е, А и В, то эти точки образуют вершины прямо
угольного треугольника со сторонами 5, 1 2  и 13 дюймов. 
Дополним фигуру Аве до прямоугольника, обозначив 
его четвертую вершину через о. Из точки О проведем 
прямые через точки В, е и А, пересекающие данные 
окружности соответственно в точках Р, Q и R. Тогда 
ОР = OQ = OR = 1 5  дюймам. Это и есть искомый ра
диус. Более общее решение можно найти в журнале 
Scripta Matheтatica [2 1 , 46-47 ( 1955» ). 

[У. Х о у о р д, М. М., 4 1 ,  295 (Мау 1 968) .] 
389. Допустим, что ученица не разделяла антипатии 

своего учителя к отрицательным радиусам. Тогда она 
могла бы свести три I<вадратных уравнения 

(h - h,)2 + (k - k,)2 = (, + ,,)2, 

(h - h2)2 + (k - k2)2 = (, + '2)2, 
(h - hJ2 + (k - kз)2 =  (, + ,з)2 

(здесь (1t, k) , (h1, k1 ) ,  (h2, k2) , (hз, kз) - I<Оординаты цент
ров окружностей, а " '1, '2, 'з - их радиусы) к трем лI l 
нейным уравнениям вида 

2 (h, - hJ h + 2 (k. - k2) k + 2 (, I - ';) , = 

= (/l� - h�) + (k� - k�) - (г� - ,�). 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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Далее следовало бы подставить все возможные комби
нации знаков для '1 , '2 И '3 В выражение 

I 

(hT - h�) + (ki - k�) - (,У - г�) 
Х (hi - h�) + (k� - k�) - (,� - г�) • 

( � ") ( 2 " ) ( � 2) hJ - hi + kз - ki - 'З - '1  

чтобы получить координаты центров и радиусы восьми 
возможных I<PYfOB. 

[ч. М е й л и, М. М., 4 1 ,  295 (Мау 1968) .] 

390. Если основание системы счисления равно Ь, то 
данное число запишется в виде 

Обозначим цифру, которая будет стоять на месте ai по
сле перестановки, через а,р, Тогда разность между на-

шими двумя числами можно записать в виде 
п п п 

� ьn-' � ьn-' � ( ) 
ьn-' 

L. ai - L. а; = L. а; - а/ = 

i=U i=O Р i=O Р 
n n 

= L (а/ - а; ) (bn-i - 1) + L (aj - а; ). j=U Р j=U Р 

Последнее слагаемое равно нулю, и можно ДОI<азать 
по индукции, что (bn-i - 1 )  делится на Ь - 1 при всех 
i = 0, 1 ,  . . . , n *. 

[1\1. Г а р р И !{ q Дж. Л о ч х е д, М. М., 41 , 295 (Мау 1 968).] 

391 .  Это хорошо известная задача, решение которой 
лепю можно получить, если воспользоваться линиями 
уровня. Ради большей общности мы вместо окружности 
позьмем произвольную выпу!{лую зам!<нутую кривую, !{ри
внзна которой меняется непрерывно, 
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Рассмотрим семейство кривых, определяемых усло-
вием 

АР + РВ = k (константа). 

Этими кривыми будут эллипсы с фокусами в точках А 
и В. Очевидно, что величина k принимает минимальное 
значение для наименьшего эллипса из этого семейства, 
касающегося нашей кривой. Точка (или точки) касания 
и будет искомой точкой Р. Поскольку фокальные ра
диусы, проведенные в точку касания, образуют с каса
тельной к эллипсу равные углы, выполняется закон от
ражения. Аналогично величина АР + РВ достигает мак
симума на наи�ольшеl\I эллипсе из данного семейства, 
касающемся нашей кривой. 

Обратную теорему также не трудно доказать. Если 
отреЗI<И АР и РВ образуют равные углы с заданной I<РИ
вой, то эллипс, проходящий через точку Р, фокусы кото
рого р асположены в точках А и В, обязан касаться этой 
I<РИВОЙ в точке Р. Такой эллипс будет локально распо
ложен либо с внутренней стороны данной кривой, либо 
с ее внешней стороны. В первом случае величина АР+ВР 
будет достигать своего лока"lЫIOГО минимума, а во вто
ром - ЛОI<ального м аксимума *. 

[М. К .'1 а м к и н, М. М., 4 1 , 285 (Мау 1968) .] 

392. 1 .  Проведем через точку О прямую ЕР, которая 
не проходит ни через какую из вершин данного четы
рехугольника. Возьмем на стороне, содержащей Е, две 
ТОЧ1<II, равноотстоящне от Е, и проведем через них и 
точку О еще две прямые. Эти две прямые пересекут сто
рону, на которой расположена ТОЧI<а Р, в двух ТОЧI<ах, 
р авноотстоящих от Р, так как каждая из этих прямых 
делит периметр пополам. Поскольку три точки на  одной 
из сторон получаются из трех точек. лежащих на другой 
стороне, с помощью центра"lЬНОГО проектирования, дан
ные две стороны параллельны между собой. Это же вер 
но и для другой пары сторон. Таким образом. четырех
угольник ABCD - параллелограмм.  

[М. Г о л Д б е р г ,  М. М. ,  41 ,  287 (Мау 1968) .] 

1 1 . Мы рассмотрим более общую задачу, в которой 
вместо четырехугольника берется замкнутая кривая, 
звездная относительно фИI<сированной ТОЧIШ О, и для 
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этой кривой выполняется то же СВОЙС'fво, относящееся 
к периметру, что и дЛЯ ABCD. 

В силу этого свойства для бесконечно малого прира
щения угла 8 (см. РИСУНОI{) выполняется равенство 

-v' R2 (8) + R' (8)2d8 = -v' S2(8) +(S' (8»)2 d8. 
Следовательно, R (8) == S (8) * и наша кривая центральна 
симметрична относительно точки О. Если мы рассмотрим 

четырехугольник ABCD, то из сказаНIIОГО выше следует, 
что он является параллелограммом. 

[М. К л а м к и 11,  М. М., 41, 287 (Мау 1968) .] 

393. 1.  Пусть (А > В > С) ,  (D > E > F) ,  (Х> Y>Z) 
количество конвертов, полученных девятью наследника
ми, причем в скобки объединены величины, соответствую
щие одной семье. 

Условия задачи можно символически представить сле
дующим образом : 

О < (А =1= В =1= С =1= D =F Е =1= F =1= Х =1= У =1= Z) < 1000 ( 1 )  

А2 + С2 = 2В2; D2 + f2 = 2Е2; Х2 + Z2 = 2У2, (2) 

A + B + C = D + E + F = X + Y + Z. � 
Число конвертов (миссис Дж. + миссис См.) = числу 
конвертов (МlIССИС У. + мистер Дж.) . (4) 

Отметим, что условие, состоящее в ТОI\I, что все три 
семьи получили разные СУМI\IЫ, излишне, ибо 

А2 + В2 + С2 = 3В2; 

D2 + Е2 + р2 = 3Е2; 
Х2 + У2 + Z2 =  зу2, 

а, согласно ( 1 ) ,  3В2 =F 3E2 =F 3Yl. 
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Наш способ состоит в том, что мы сначала находим 
все решения, удовлетворяющие ( 1 ) ,  (2) и (3) , а затем 
выбрасываем те из них, которые не согласуются с (4) . 
Детально уравнение а2 + с2 = 2Ь2 (а > Ь > с) оБСУЖ4 
дается в I<ииге Диксона «История теории чисел» 1. Мы 
же здесь приводим простой вывод параметрического ре
шения. 

Д.'Iя того чтобы найти целые числа, удовлетворяющие 
условию (2) , мы рассмотрим уравнение 

( а � с у + ( а ;- с у = Ь2, 

которое можно истолковать как соотношение между це4-
лыми сторонами прямоугольного треУГОЛЬНlIка, и ВОЗЬ4 
мем два семейства таlШХ треугольников ( примитивные 
пифагоровы триплеты) , стороны которых выражаются 
взаимно простыми целыми ч ислами, а именно 

а � с = и2 _ v2; а -; с = 2uv; Ь = и2 + V2 

И a�c  = 2llV; а -; с  = U2 _ V2; b = U2 + V2, 

где u > v - взаИI\!НО простые положительные числа раз..
ной четности. Заметим, что из соотношения а2 + с2 = 2Ь2 
следует, что ч исла а и с обязаны обладать одинаковой а + с а - с четностью, а числа -2- и -2- - не обязаны. 

Решая эти две системы, мы находим выражение це4 
лых чисел а, Ь и с, удовлетворяющих соотношению 
а2 .т_ с2 = 2Ь2, через U и V: { а = 2uv + и2 - v? 

b = U2 + V2 
С = ± (и2 - v2 - 2uv). 

в этом общем решении мы должны выбирать такой знак, 
чтобы число с оказалось положительным. З аметим таl{же, 
что для величины а + ь + с мы получаем в зависимости 

1 D i с k s о п, History of the Theory of Numbcrs, N. G., 1 1 ,  1952, 
435. 
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от знака с два различных параметрических предстаВ,1Jе-
ния, а Иi\lенно 

a + b + c = 4uv + U2 + V2 
и а + ь + с = 3u2 - v2• 

Далее, пусть 

(А, В, С) = j • (а, Ь, с); (D, Е, Р) = k . (d, е, f) 

и (Х, У, Z) = h . (х, у, г), 

где j, k и h - целые числа и малыми буквами в скобках 
обозначены различные примитивные решения, получен
ные подстановкой р азличных пар, скажем, (г, s ) ,  (т, 11 ) 
и (р, q) соответственно вместо u и v. 

Придавая м инимальные значения парам (r, s) и (т, n) , 
а именно: г = 2, s = 1 ,  т = 3, n = 2, м ы  получим два 
МИI-I-Имальных решения: а = 7, Ь = 5, с = 1 и d = 1 7, 
е = 1 3, f = 7. Попутно заметим, что любые другие пары 
допустимых пара метров приводят к большим значеНИЯl\l 
для а, Ь, с и d, е, '. 

Мы можем теперь записать 

А + В + С = j . (а + ь + с) = 13j, 

D + Е +  F = k · (d + е +  f) = 37k, 

Х + У + Z = h ·  (х + у + г) = 1 3j = 37k. 

Таl<ИМ образом, ве.'lичина  Х + У + Z делится на 13 и 
37, а значит, и на  48 1 .  Если частное от деления этой ве
личины на 48 1 обозначить через W, то мы получим 

Х + У + Z = 481 w  = h ·  (4pq + р2 + q2) или h ·  (3р2 - q2), 

причем зпачение величины в правой части выбирается 
в зависимости от знака z как ФуНlЩИИ р и q. 

Решения уравнения 

481 w  = /z • (4pq + р2 + q2) 

при данных ограничениях находятся подстановкой h= w; 
при этом получается р = 20, q = 1 и Р = 15, q = 4. Ни
какое из этих решений нам не подходит, потому что вы
ражение 4pq + р2 + q2 соответствует отрицательному зна
чению z, что находится в противоречии с ( 1 ) .  
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Единственное це.'юе решение уравнения 

48 1w = h (3p'l - cf), 

удовлетворяющее заданным ограничениям, получитсп, 
если мы положим w = q = 3 и h = 1 и возьмем значе
ния параметров т = 22 и n = 3, порождающие тройку 
Х, У, Z, связанную с другими двумя тройками. Такнм об
разом , 

х + у + z  = х  + у + г =  l H3 =  1 3j = 37k. 

откуда мы находим j = 1 1 ]  и k = 39. Теперь мы уже по� 
лучаем полное решение нашей задачи : 

А = 777, D = 663, Х = 607. 

В = 555, Е = 507. У = 493. 

С = I l l , Р = 273, [ = 343. 

Условие (4) будет выполнено, если мы «отдадим» А ,  
В ,  С Уайтам, D ,  Е, F - Смитам и Х, У, Z - Джонсам. 

Для того чтобы доказать единственность данного ре
шения, потребуется утомительно перебирать остальные 
возможности, удовлетворяющие заданным ограничениям, 
причем в каждом случае  требуется убедиться, что нару
шено условие (4) .  

Чтобы удовлетворить самых взыскательных любите
лей головоломок, мы приводим ниже все такие «неудач
ные» решения вместе со значениями параметров. порож
дающих примитивные триады. 

847 924 693 231 462 987 497 994 533 769 
БО') б60 495 165 330 705 353 706 377 005 
121  132 99 3з 66 141  47 94 13 2 17  
803 876 657 2 19  438 897 483 966 527 759 
583 536 477 1 59 318 663 345 690 373 561 
187 204 1 53 51 1 02 273 69 138 23 23 1 
637 761 573 191  382 713 357 714  497 617 
533 596 447 1 49 298 617 303 606 355 533 
403 356 267 89 178 503 237 474 71 401 

(2,1 ) 
(7,2) 
(5,4) 

(2, 1 )  (2, 1 )  ( 17,8) (5,2) (23,6) 
(7,2) (4, 1 )  (2, 1 )  ( 18,7) (4, 1 )  

( 17,10) ( 19,16) ( 10,1 )  (2, 1 )  (22,7) 

[Л.  Б э н к о ф. М. М., 4 1 ,  291 (Мау 1 968)·1 



11 .  Пусть W, Н и С - число I<OHBepToB, а W2, Н2 и С2_ 
число долларов, полученных соответственно женой, му
жем и ребенком одной из семен. Тогда 

w2 - lf2 = Н2 - C�, или w2 + С2 = 2Н2. 

Положим W = х + у, а С = х - У, в то время как 
х2 + у2 = Н2. Примитивные решения последнего уравне
ния задаются следующим образом : 

х = т2 - n\ у = 2тn, Н = т2 + n2, 
где т и n - числа разной четности, т > n и (т, n) = 1 . 
Отсюда следует, что 

W = т� + 2тn + n2, 
С = m2 - 2тn - n2, 

и число конвертов, полученных каждой семьей, равно 

N = W + с + Н = 3т2 - n2• 

Поскольку ни один из наследников не стал миллионе
ром, ни одна из величин С, Н, W не может превзойти 999, 
так что N � 2997. 

Из таблицы пифагоровых треугольников t мы немед
ленно находим значения W, С и Н. Например, триплет 
(х, у, Н) = (3, 4, 5) дает ( W, С, Н) = (7. 1 , 5) . Таким об
разом мы можем выписать 128 примитивных решений, 
для которых N � 2997, а С, Н, W не превосходят 999. 
Поскольку в этом м ножестве значения N не повторяются, 
если решение существует, то по крайней мере два зна
чения N получаются из примитивных решений. Послед
пий этап п ашей работы состоит в проверке различных 
групп из трех решений, удовлетворяют ли они уc.rювию, 
что сумма, полученная совместно миссис Джонс и м ис
сис Смит, равна сумме, полученной совместно миссис 
Уайт и мистером Джонсом. При этом мы находим сле
дующее решение данной задачи: 

Джоне Смит Уайт Джоне Смит Уайт 

W 607 663 777 W2 368 449 439 569 603 729 
Н 493 507 555 Н2 243 049 257 049 308 025 
С 343 273 1 \ 1  С2 1 1 7 649 74 529 12 321 

1 443 1 443 1 443 729 147 771 147 924 075 

,Ф. М и I< С а, М. М., 4 1 ,  293 (Мау 1 968) .] 
. 

I То ееть прямоугольных треУГОДЫIIIКОВ с целыми сторонами. -
ЛРIIМ. перев. 
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ВМЕСТО ПОСЛЕСЛОВИЯ 

пожII.lIтелыl.lеe выражеll.ия объяс-
lI.яют TeMII.bIe мысли. 

К. П р у  т к о в, «Плоды раздумья». 

ЭТ1I разнородные замеТКII не являются ни комментарием в стро
гом смысле этого слова, НlI послеСЛОВllем. Скорее всего это раЗ1\lЫШ
.�еНIlя, которые были навеяны задачами из сборника ч. Тригга и их 
решениями. Как и всякие размышления (даже если это размышле
ШlЯ титульного редактора) ,  они, конечно же, достаточно субъек
TIIBHbI. 

Большая часть задач и НХ решения бесспорно интересны, но 
иногда мне казалось, что какой-то поворот мысли понятен лишь 
специалисту, иногда - что решенне непшIНО; иногда решение опи
ралось на утверждения, которые, будучи элеw.ентарными, не слиш
ком известны, на мой взгляд, широкому читате.�Ю; 11 некоторых слу
чаях, предъявляя решение, автор не утруждал себя доказатель
ством его единственности, и тогда, как всякому математику, мне 
хотелось проверить это, причем ана.�ИЗ задачи оказывадся порою 
ДОВО.'1ЫIO кропотливым. Все это ниже нашло cuoe отражение. 

Наконец, несколько решений вызвало у меня чувство досады 
своей неl<орректностью. В ЭТIIХ с.'1учаях я стара.�СЯ заполнить недо
стаЮЩllе места или найти новые доказательства. Однако все же 
оста.'IOСЬ с полдюжины задач, решеНl\Я которых мне либо вообще 
не удалось исправить, либо я не смог сделать их элементарными или 
по крайней мере дать к ним подходящую ссылку. Причины, по I\ОТО
рым ЭТlI задачи все же не были исключены из книги, я уже огово
рил в преДИСЛОВIIИ и не стану их повторять. 

О субъективности «размыш.�ениЙ редактора» выше уже было 
сказано. Тем не менее, полагая (это весьма распространенное заблу
ждение) ,  что те же самые места. которые дали повод для этих раз
мышлений, поставят в тупик и БОЛЬШIIНСТВО читателей или обратят 
lIа себя v.x особое ВНlIмание, я lIаписал этот комментарий. 

Составляя комментарий. я исходил из того, что читатель зна
ком с элементарной математикой в объеме программы средней шко
лы и в немногих случаях - с начала!'.1II высшей математики (произ
водная, l\нтеграл, определители) . Номера задач, условие или реше
ние которых не ЯВ.'Iяется вполне элементарным, выделены KypCIIBOM. 
Поскольку, с одной стороиы, В последнее время программы по ма
тематике претерпели значительные изменения, а с другой - читатель 
мог кое-что и позабыть, целесообразно вначале напомиить некото
рые математические факты, неоднократно используемые в кннге и 
не всегда ПрИСУТСТВУЮЩllе в школьном преподавании. 

263 



1. Системы счиc:.nеНI{Я и признаки делимости 
Задав натуральное чиc:.nо Ь (основание системы СЧllсления) ,  мы 

можем l<аждое натуральное чис.10 N предстаВIIТЬ единственным об
р азом в виде 

N = akbk + ak_lb
k- l +  • • •  + a1b + a" ,  :( 1 ) 

где каждое а; равно одному из чисел О, 1, . • . , Ь - 1 .  Такое ЧIIСЛО 
записывается в виде 

akak_1 • • • • • • a1ao' 
В десятичной системе счиc:.nения общеизвестен nrlli311aK де.lIIМО

сти на 9 If менее известен признак де.1ИМОСТИ на 1 1  В системе СЧIIС
ления с основанием Ь также имеются эти два призuака. 

а. Для того чтобы число N делилось на Ь - 1, необходuлlO 11 
дGстаТОЧ1l.0, чтобы сумма цифр его b-иЧ1l.0Й записи делuлась на 
b -I. 

В самом деле, используя (1) ,  находим 

N - (ao + • . .  + ak) = ak (bk - l) +  • • •  + a2 (b2 - I ) + а, (Ь - I ). 

посI<олы<y 

b' - l = (b - l ) (b'- I +  . . .  + Ь + l ), 
разность N - (йо + . . .  + аА) делится иа Ь - 1 , а тогда оба ЧIIС.1а 
N и ао + . . .  + ah делятся на Ь - 1 ИЛII нет одновременно. 

б. Для того чтобы число N делилось на Ь + 1, н.еобхоrJu !/о 11 до
статочно, чтобы разность J,fежду суммами цифр, СТО!/ЩIlХ в его 
b-иЧ1l.0Й записи на четных и нечетных местах, делилаС/J на Ь + 1. 

В самом де.'1е, 

N - (ao - al + а2 - • • •  + (- I )k ak) =  
= аl (Ь + 1 )  + а2 (Ь2 - 1 )  + . . .  + ak (bk - ( _ I )k). 

Остается заметить, что 

b2n+l + l = (b + l ) (b2n _ b�n- l + • . .  - Ь + l ), 
b�n - 1 = (Ь + 1 ) (Ь - 1 )  (b�n-? + ь2n-4 + . . .  + ь2 + 1 )  

и остальиое де.qается, l<ак в c:.nучае а .  

2. Арифметика остатков 
В оригинале I<ННГИ Тригга и особенно в допо.qНlIте,lЬНЫХ зала

чах часто используются сравнения mod Ь. При работе над перево, 
дом я старался заменить соответствующие места "епосредствен
нымн рассуждениями с остатками от дмения на Ь. ОСIIОВНое, что 
здесь надо знать, сводится 1< следующему. ЕСЛII N I1 N' имеют пр" 
де.1еНИII на Ь остатки r и г', то есть 

N = kb + r, N' = k'b + r', 
то числа N + N', N - N'. NN' 11 Nm имеют пр" !lС.1еIllШ на Ь те же 
остатки, ' что г + ". г - г', гг', гrtl 
СООтветствеНlIО. 
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3. Бином Ньютоиа и комбииаторика 
(а + Ь)" = аll + nall- 1b + n (�;- 1 )  аll-2ь2 + . . .  + nabIl- 1 + ыl-

n 

= " Clla'l-Ilbk L n • 

k=9 
где 

ck = n (n - 1 )  • • .  (n - k + 1 )  = nl 
• 11 k /  kl (n - k)/ 

То же самое ЧIIСЛО c� есть число способов, которыми из множе
ства, содержащего n различных элементов, можно выбрать подмно
жество из k элементов (отсюда название: qисло сочеТ8Н11fi � з n 
по k) . 

Популярные форму.'lhl: 

ck 
+ сН I  

= 
n (n - 1 )  • .  , (n - k + 1 ) + n (n - 1 )  • • .  (n - k) =-

n 11 k/ (k + I )1 

= 
n (n - 1 )  . • .  (n - k + 1 )  ( 1 + n - k ) 

= 
kl k +  1 

n (n - 1 )  . . .  (n - k + 1 )  n + 1 = сН I  
= 

kl k + 1 n+1 

(СМ. задачу 179)' Ck = Cn-k• t '� n ' 
" 
L c� = (I + 1)" = 2

n 

k=Э 
11 Т. Д. 

4. Формулы Виета 
Если XI, • • •  , Х7I - корни уравнения n-Й степени 

Imll 

то 

х" + Pn_txn-I + . . .  + PtX + Ро =0 

+ + + 
аll_1  

Х. Х2 • • • Хn = - Pn- I = - --. 
йn 

Х2Ха • • •  ХN + Х.Хз • • •  ХII + . .  , + XIX2 • • •  Хn- I  = 

( 1 )11-1  ( 1 )11-1  аl = - PI = - -, аn 
XIX

2 
. . .  ХII = (_1)11 Ро = (_ I )n �. аn 



5. Принцип Дирихnе 
«EC.1Il в четыре кдетки посадить пять зайцев, то по крайней 

мере в одной клетке будут cllДeTb не менее двух зайцеВ». 
И.�и: невозможно установить взаимно однозначное соответствие 

между Э.�ементами двух конечных множеств, если эти множества 
содержат разное число элементов. 

Задачи на принцип дИРllхле очень популярны. В качестве при
мера его ИСПО.�ьэования я приведу доказательство так называемой 
«м адой теоремы Ферма», тем бо.�ее, что у Тригга есть на нее 
ссьmКIl. 

Если р - простое число, то при любом цеЛО},1 а разность аР - а 
делится на р. 

Утверждеппе очевидно, если а делится на р. Ес.�и же это не 
так, то каждое IIЗ р - I чисел а, 2а, • . .  , (р - 1) а « <зайцев») дает 
при де.�ении на р ненулевой остаток: 

а = klP + rl, 

2а = k2P + r2, (2) 

(р - 1 )  а = kp-1P + rp-l. 
Если ЧIIС.'Ю различных встречаЮЩIlХСЯ здесь остатков (<<клеток») 
меньше р - 1, то среди них найдутся по крайней мере два одина
ковых (<<в клетке по крайней мере два зайца») . Но это невозможно, 
Так как г'ри rn = rm число (n - m) а  = (kn - km)p делится на р, 
что противоречиво, ибо I n  - т 1 < р и а взаимно просто с р. Зllа
чит, все остатки rl, • • .  , rp-l между собой различны и образуют пе
рестановку чисел 1, 2, . . .  , Р - 1 .  Перемножая все равенства (2) , 
получаем 

(р - 1 )1 ар- 1  = N ·  р + rlr2 ' "  rp-l = Np + (р - 1 )1. 
Следовате.'1ЬНО, (р - 1 ) I (aP-1 - 1) делится на р, а тогда ap-1 - 1 
11 аР - а делятся на р. 

* * * 

в оставшейся чаСТII выделенные цнфры означают номера тех 
задач иди их решеюtи, которые коммеИТllРУЮТСЯ. 

2, Рассуждение можно завершить еще и так: •.. значит, 

SCHB SAHC SABC --а2- = -Ь-2- = � ,  

поскольку п.�ощади подобных фигур относятся как квадраты соот
ветствующих линейных Э.�ементов. Но SABC  = SCHB + S A H C  и, 
следовательно, с2 = а2 + Ь2 (Д. П о й  а, Математика и правдоподоб
ные рассуждения, М., ИЛ, 1 957, стр. 35-36) . 

3. Это рассуждение некорректно В самом деде, число раз.1ИЧ
ных решений системы уравнений може1 быть больше, чем произве
дение степеней уравнении системы (напрймер, одно из уравнений 
системы может быть следствием остадьных, н тогда, вообще ГОВОрЯ, 
одному 1Iз неизвестных можно придавать производьные значения) . 
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Поэтому из того, что мы наШJlИ 24 = 1 . 2 . 3 . 4 раз.'lИЧНЫХ реше
ния, вовсе не вытекает, что мы нашли их все. Вот другое решение: 
из нашей системы C.�eдyeT, что 

ху + xz + xw + yz + yw + zw = 
1 

= 2" [(х + у + z  + W )2 - (х2 + у2 + Z2 + w2)] = 35, 

xyz + xyw + xzw + yzw = 
1 

= "6 [(Х + у + z +  W)3 + 2 ( х3 + у3 + Z3 + W3) _ 

- 3 (х + у + z + w ) (х2 + у2 + Z2 + w2)] = 50. 

УЧlIтывая еще первое и четвертое уравнения СlIстемы и формулы 
Виета, мы убеждаемся, что х, у, z, w, удовлеТВОРЯЮЩllе системе, 
корни уравнения 4-й степени 

1,4 - 1 01,3 + 35Л2 - 5:J}. + 24 = 0. 
I\аждое решение системы обязано быть перестановкой четырех коп
ней этОГО уравнения, а зная одно решение, мы находим эти корни 
1 , 2, 3, 4  

7. Итак, доказано npaBlmo (впрочем, довольно попу.'1ярное) уст
ного счета : чтобы возвести в квадрат двузю\чное ЧИС,10, окаllЧИ
вающееся на 5, нужно число его десятков умножить на это же чис
ло, увеличенное на единицу, и к результату прпписать справа 25_ 

1 5. Оправданием этого рассуждения является «принцип I\a
вадьери». По своему стилю оно, как и приведенное ниже ВЫЧИС.'1е
ние lJ.fющaдl1 поверхности, относится к интегра.'1ЬНОМУ исчислеНIIЮ 

IB. Обозначпм противоположные вершины куба через А и D, 
вершины, соединенные ребрими с веРШIIНОЙ А, - через 8 1, 82, 8з, а 
остальные - C1, С2, СЗ- ВЫЧIIс.'1ЯЯ сопротивление, автор рассуждает 
так, как если бы в ОlIисанной им конструкции три вершины 8 ; быJUf 
соединены накоротко и то же самое было проделано с вершина�ш 
С;. Почему так можно делать? добавим к исходному проволочному 
кубу шесть проводников 8182, 828з, 8з81 ,  C1C2, С2Сз, СзС1, сопро
ТIIВ.ТIением которых можно пренебречь, IJ подключим к А и D какой
""будь ИСТОЧНIIК тока. В си.�у симметрии потенциа.'1Ы в точках 8е 
окажутся равными между собой, то же будет справедливо для то
чек С;. Следовательно, токи в добавленных нами проводниках бу
дут равны нулю, а потому если мы их в bII<И нем, то суммарный ток 
в цепи не изменится_ Отсюда и вытекает, что СОПРОТИВ:Iение «зако
роченной» конструкции равно сопротивлению данного в УСЛОВIIИ за
даЧII проволочного куба. 

20. Математик не может примириться с такой неJlОГИЧНОСТЬЮ. 
ВПOJIне возможно, что очарованный красотой девушки продавец не 
думал о доходах своего магазина и запрошенная им цена - 2 до.'1-
лара - не больше у. Поэтому мы остаемся с уравнением 

IIЛН 

1 00у _ 200 ВО 

х х + 10 
= 12 

х2 + (40 - 15у) х - l 50у = О. 
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Решая это уравнеllие, находим 

15у - 40 + -V< 15у - 40)2 + 600у х =  
2 

= 

15у - 40 + -V225y2 - 6ООу + 1600 
= 2 

(знак «-» перед радика.10М приводит к отрицательному значеНIIIО 
х) . Для того чтобы х было целым, НУЖIIО, чтобы радикал бы.!) 
целым числом, а подкоренное выражение - полным квадратом. Вы
де.1ИВ множитель 25, мы приходим к равеиству 

9у2 - 24у + 64 = (Зу - 4)2 + 48 = n2, 
откуда 

(n - Зу + 4) (n + Зу - 4) = 48. 

Раскладывая 48 на два множителя всевозможными способаыи 
и учитывая, что у должно быть натуральным числом, находнм два 
решения: у = 1 и У = 5. Первое Lовпадает с авторским, а второе 
дает х = 50. Первоначально девушка купила 50 роз за 5 долларов 
(1 доллар 20 центов за дюжину) , а предложенная продавцом це
на - 60 роз за 2 доллара (40 центов за ДЮЖf:НУ) ,  что соглаGУСТСЯ 
с условиями задачи. 

4 1 .  Неравенство 

Х 1 + Х2 + . • . + х .",-----='-'---'::.......; __ --'----'
n
:.. >= 'v х 1 Х 2 • , , х n n 

(ХI � О) хорошо известно, но здесь используется менее популярный 
факт: среднее арифметическое равно среднему reометрическому, 
если только все ХI равны между собой. Докажем это, считая, как 
в тексте, что оба средних равны 1 (этого всегда можно добиться, 
разделив все х, на одно и то же число) . 

Если не все Х; равны между собой, то среди них есть и такой, 
который меньше 1, пусть, например, это будет Х1. Положим q = 

n-I 
= -VX1' 

Тогда 
61 = 1, �2 = QX2, , . "  6n = qxn, 

n - (�1 + " , + �n) = n - 1 - q (Х2 + , . , + хn) = 

1 ( '1- 1). = n - - Q  n - ц  , 

n - 1 - nq + qn = ( 1  - q) [n - (1 + q + . . .  + qn- I)] > О. 
Поэтому 

61 + . . . + �n " �---::--...:е.:.....:-__ =-..:..:..:.... < 1 = -VS1�2 . .  , �n ' n 
что противоречиво. 

52. Эта задача (вернее, ее ключевое место - правило располо
жения плиток) извеСТНiJ многим ПОКО.�ениям студентов, так как она 
l1ыёется в «Сборнике З� '{ач .. по те()ретнчеСI(оi1 механике» и. В. Ме
щерского (М., ГИТТЛ, 1954, изд. 20-е; l -е издание вышло в 
1914 году). 
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53. Проведем это рассуждение «по всем правилам». Обозначим 
через РhI вероятность события, состоящего в том, что после k бро
саний сумма равнялась N - i, а через РАjj - вероятность того, что 
произошло предыдущее событие и вместе с тем ПРII (k + 1 )  -м бро
сании выпало i очков. Поскольку каждое бросание производится H�
зависимо от предыдущих и все шесть исходов равновеРОЯТIIЫ, 

1 
Pki/ = 6' Pk/- Отсюда l'Iаходим вероятность Р. того, что предно-
С.чедняя сумма равна N - i: 

5 - i " 
Pki/ = -6- f....J Pk l 

k=O /=1 + I k=O 
(события, вероятности которых здесь суммируются, несовместны 
между собой, и (k + I ) -e бросание будет пос.qедним, если i > i) . 
С другой стороны, вероятность Q, того, что последняя сумма будет 
N + 1, равна 

00 4 00 5- 1 5-1 со 5-1 

QI = I I Pk/ (l+{) = I i-I Pki = I � I Pkl = I 5 � i ' 

Итак, 

k=() /=) k=O I=З 1=0 k=) l=� 

Ql = РО + !2.. + Р2 + РЗ + Р. 5 4 3 2 ' 

Q = РО + !:..! + Р2 + РЗ 2 5 4 3 l '  

Q = РО + !:..! + Р2 
з 5 4 3 ' 

РО Р! Q4 = T
+

T' 
РО Q6 = .,. i) 

Отсюда ВIIДНО, что Q\ действительно имеет наибольшую в�оят
ность, если только Р4 > О. Это действительно так, если N � 4. Если 
же N � 3, то Р; = о при i � N, а значит, некоторые Qr равны ме
жду собой. 

54. Читате.qи, не привыкшие к свойственной Великому Матема
TJlKY манере изъясняться, возможно, как и Бедняжка, окажутся в 
затруднении прежде всего потому, что не смогут правильно наШI
сать систему, о которой идет речь. Вот она: 

ах! + (а + d) Х2 + (а + 2d) Хз + . . .  + [а + (n - 1 ) d] хn = а + nd 

(а + nd + d) Х! + (а + nd + 2d) Х2 + . . . + (а + nd + nd)Хn = 
= a + nd + nd + d  ( 1 )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
(а + n (n + 1) d] Х! + _ . .  + [а + n (n + I )  d + (n - 1 )  d]xn = 

= а + [(n + 1)2 - 1 ] d. 
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Вычитая в этой системе ."юбое уравнеяие ИЗ последующего, мы по. 
лучаем одно и то же, а именно 

Поэтому все уравнения рассматриваемой системы, начиная с треть
его, получаются комбинацией первых двух уравнений или же урав
нений Сllстемы 

о ·  ХI + 1 . Х2 + . . .  + (n - 1 )  ХN = n 

Хl + Х2 + . . .  + ХN = 1 . 
(2) 

Поэтому при n ;;;;. 3 уравиения нашей системы деЙствите.%ио зави
CJlMbJ. Этого, однако, еще мало для того, чтобы сделать вывод о не
единственности решения: вообще говоря, система могла бы ока
заться еще и несовместной, но эта возможиость исключается заяв
лением Великого Математика о существоваиии решеиия. [Читатели, 
ие знакомые с общей теорией линейных уравнении, могут непосред
ственно проверить, что Сllстема (2) при n ;;;;. 3 деиствительно имеет 
бесконечно МНого решений 

Хl = 1 - n + С, Х:г = n - 2С, Хз = С, Х4 = о • •  = Хn = 0, 

где С - произвольное число; все эти решения являются также и ре
шеннями системы ( 1 ) .] Таким образом, n = 2, Х2 = 2 и Х1 = -1 в 
силу (2) .  

56. См. выше признак .делимости на Ь + 1 ,  где Ь - основанпе 
системы СЧИС.'Iения. 

6 1 .  Выведем эти формулы, тем более что они используются да
лее в задаче 278. Проведеlll в треУГО.1ьннке АВС биссектрису АЕ 11 

высоту АН (рис. 1 ) .  Поскольку биссектриса делит противоположную 

А 

B '-------------��--� c Е Н Рис. [ .  

сторону на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам, 

ВЕ : ЕС = АВ : АС = с : Ь, 
8 потому 
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Воспользовавшись теоремой косинусов (и,тll теоремами о квад
рате стороны, лежащей против тупого или острого угла) , находим, 
что 

откуда 

2 ( ас )2 9 ас 
с = Ь + с + �a + 2 · Ь + с • Е 1/, 

b2 = (�)2 
+ А2 - 2 . � . EH Ь + е  I"а Ь + с ' 

2 2 ( ае )2 ( аЬ )2 2 С Ь + Ь с = Ь Ь + с + с Ь + с + (Ь + с) �a' 

а2Ье (Ь + с) � Ье (Ь + е) = (Ь + е)2 + (b + e) �a' 

А2 = ь (Ь + е)2 - а2 
= bc (a + b + e) (b + e - а) 

I"а с (Ь + е)2 (Ь + е)2 ' 
Анадогично 

А2 _ ас (а + Ь +  е) (е + а  - Ь) 
I"Ь - (а + е)2 , А2 = ас (а + Ь + с) (а + Ь - с) 

I"с (а + Ь)2 ' 

Чисто геометрическое решение эадаЧII 61 сооБЩllда мне 
М_ М. Белова. ПУС1Ь АВС - данный треугодьник, ВЕ и АК - рав
ные бllссектрисы. Проведем ЕМ 11 АК и КМ 11 АС (рис. 2) . Тогда 

с 

Рис. 2. A �--------------� 

ЕМ = АК = ВЕ и, с.�едовательно, LEMB = LEBM. Предполо� 
ЖIlМ, что LA > LB. Тогда 

L КМВ = L Е.'I1В - L ЕМ/( = L ЕМВ - L ЕАК =-

I I 
= L ЕМВ - "2 L А < L ЕВМ - 2" L В = L КВМ. 
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В треугольнике КВМ против большего угла должна лежать БОJJЬ
шая сторона, а потому КВ < КМ = АЕ. 

Теперь обратимся к треугольникам ЕВА и КАВ. У них АВ об-
1 1 

щая, АК = ЕВ и L ЕВА = 2 L В < 2 L А = L КАВ по предпо-

ложению. Из теоремы косинусов (и.qи непосредственно геометриче
ским рассуждением) выводим, что АЕ < КВ. 

62. Это красивое рассуждение неверно: считая обруч неподвиж
ным, мы совершаем неэквивалеllТIlУЮ подмену задачи. Верное эле
ментарное решение мне неизвестно. 

63. Из этого рассуждения следует лишь, что множество точек 
пересеченпя изучаемых крпвых переходит в себя при повороте на 
450; но это отнюдь не значит, что оно непусто или не содержит бо
лее 8 то'[(К (любое ЧllС.10, кратное 8, и.'lи даже бесконечное число) .  
Поэтому придется решить задачу без «изюмннки». ПО.JIaгая х = 
= cos ЧJ, у = sin q> (что возможно, поскольку х2 + у2 = 1 )  и под
ставляя в уравнение КРIlВОЙ, мы пос.�е упрощеНIlЙ придем к уравне
нию 

4 cos 4ч> + k sin 4ч> = О, 
которое имеет решение 

:rt 
ер = 6 + "8 (2n + 1 )  

(где 6 находится и з  соотношений cos 46 = 4 siп 4б = 

-У 16 + k2 ' 

= 
-v'16

k
+ k2 ; n = O, I , .

. . . 7} 
65. Докажем эту красивую теорему. Для произвольного про

стого (с граиицей, состоящей из одного контура) lIIНОГОУГОЛЫlИка F 
с вершинами в узлах решетки будем обозначать: 

С(Р) - число узлов решетки, попаВШIIХ внутрь Р, 
Ь (Р) - число узлов решетки, попавших на границу Р, 

1 
m (Р) = с (Р) + "2 Ь (Р) - 1 . 

Если F разбивается на два простых многоугольника Р, и Р2 
ломаной L, вершины которой лежат в узлах решетки (рис. З), 11 
если 1 - общее ЧIIС.'lО узлов на L (на звеньях L могут быть узлы и 
кроме ее вершин), то 

с (Р) = с (Р 1) + с (Р2 )  + (1 - 2) 

(концы L СЧllтать не нужно) , 
Ь (Р) = Ь (Р [ )  + ь (Р 2) - 1 - (l - 2), 

и потоыу 
I 

т (Р) = С (Р1) + с (Р2) + (1 - 2) + 2 [Ь (Р1) + Ь(Р2) - 1 - (l - 2)] -

- 1 = [C (F1) + � b (F1) - I] + [С (F2) + � b (P2) - I] � 

= m  (Р [) + т (Р2). -
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Следовательно, если для двух из трех МНОГОУГОЛЬНIIКОВ Р, Р., Р! 
Dеличнна т равна площади, то и для третьего справедливо то же 
самое. 

8СЯКI1ii МНОГОУГОЛЬНI1К с вершинамн в узлах решетки можно 
разбить отрезками прямых на треУГОЛЬНI1КИ с тем же свойством. По-

.1 ........ j \ 
V \ V \ 

F, I 

� :'. 
/1. " "-l"-" 

1\ � V , 
Рис. 3. 

этому р авенство m(F) = S (F) достаточно доказать для треуголь
ников. 

Рассмотрим сначала ПРЯМОУГО!lЬНИК размерами т Х n, состав
nеl1НЫЙ из квадратов решетки. Для него (рис. 4) 

c (F) = (m - I ) (n - I ), Ь (Е) = 2m + 2n, 

т (Р) = (m - I ) (n - I ) + (m + n) - 1  = mn. 

Разбив этот прямоуго.%ЮIК диагона.'1ЬЮ на два равных треуголь
ника, убеждаемся по симметрии, что для каждого из ннх m (F) = 
= S (F) , Следовательно, доказываемое утверждение верно для пря
моугольных треугольюlКОВ, катеты которых идут вдоль линий ре
шетки. Наконец, пронзвольный треУГОЛЬНIIК можно дополнить прямо
угольными треугольниками до прямоугольника (рис. 4) . Для трех 
I!З четырех фигур на этом рисунке равенство m (F) = S(F) верно, 
значит, оно верно и для четвертого. 

66. Точный смысл этой несколько туманной фразы состоит в 
следующем. РаЗЛОЖIIМ обе части равенства 

n [(n - l)I ]2 = ml 

на простые множители. Если правая часть содержит какой-нибудь 
IlрОСТОЙ МНОЖI!Тель р в нечетной степенн, то n делится на р (в про
тивном случае левая часть содержит этот множитель в четной сте
пени). Следовате.%но, n должно де.'lIlТЬСЯ на произведение Dcex тех 
простых множитс.'1еЙ, которые входят в ml в нечетных степенях. 
Если это произведенне > т, то оно тем более > n, и мы ПРIlХОДIIМ 
К противоречию. I\аждое из простых чисе.1J р и q, участвующих в 
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дальнеАшем рассуждении, входнт в т! только один (то есть нечет
ное чнсло) раз, так как среди всех чисел 1 ,  2, . . . , т - 1 ,  т только 
само р де.�ИТСЯ иа р (следующее по величине число, делящееся на 
р, есть 2р > т), а ввиду простоты р не может получиться из про
изведения других чисел. Ана.�огично обстоит дело и с q. Поэтому n 
ДО.'Iжио по доказанному Dыше делиться иа pq, что невозможио, ибо 
pq > m. 

Однако в приведенном автором решении содержится «косточка» 
покрепче. В нем используется следующий факт: 

Если т >  10, то всегда Ioюжно найти д в а различных простых 
m 

числа, которые < m и > 2" '  
Элементарное доказательство этого утверждения, связанного с 

распределеиием простых чисел, мне неизвестно. Неэлемеитарное мо
жет быть получено так. 

./ f"1 
'./ v 

...".;,;' / 
l....; � j -- 1"'" 17 
f--� r"".�i.1 

i"""1-o... 
1"--

";--.,' r-.. 
� рис. 4. 

ОбознаЧIIМ п(х) число различных простых чисел � х. Имеют 
lIIeCTO следующие оцеики: 

х Для x �  '7 п (х) > -, -, 
п Х  

х Для х � 2 п (х) < 1 ,26 -,- о 
п х 

(См_ J. В. R о 5 5 е r, L. S с h о е п f е I d, Appro ximafe formulas fO,r 
some fuпсtiопs of prime пumЬегs, Illinois Mathematical JoUf1lGl, 1962. 
М 6, 64-69; следствие из теоремы 2_) 

Отсюда для т ;;, '7 Ст ) т О,63m 
п (т) - П "2 > 'п m - -, т = f (m). 

п т  
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Дllфференцируя, находим 

[' (т) = О,37 1п3 m-( I ,37 In 2+0,37) In!m+(ln2 2+2 1п 2) 'П т-Уп! 2 
;;;. 

In2 т . In2 .!!: 
2 

� О,37 1п2 т - 1 ,33 1п т + 1 ,38 
О :?' т > .  

In m · ln2-
2 

11, следовате.'lbIlО, функция { (m) возрастает. Поскольку 

20 12,6 f (20) = 
2,996 - 2,303 > 1 ,  

при т ;;;;. 20 разность n ( т )  - n ( ;)  ( а  это и есть искомое чис.'lо 

т 
раз.'IIIЧНЫХ простых между In 11 2) > 1 11, значат, равна по край-

ней мере двум. Чтобы доказать наше утверждеНllе полностью. ос· 
тается провернть его Д.'IЯ т < 20. Непосредственно подсчитывая 

т 
ЧIIСЛО простых � т н > 2"' находим, что оно равно 1 для т = 

= 2, 4, 6 и 10. Первое отвечает решению 1 1 21 = 2!, последнее 
решению 5! 6! = IO!, а два другие новых решений не дают. (Дока
затеJIЬСТВО выделенного утверждения мне сообщил Н. и. Фельд
ман.) 

70. Пусть некоторое число N оканчивается цпфрой х, то есть 
имеет вид IOk + х. Тогда 

N2 = l00k2 + 20kx + х2• 
11 поэтому цифра его десятков получается от сложения десятков в 
х2 И десятков в 2Okx. Последнее с.,агаемое дает четное ЧllСЛО десят
ков, а потому четность ЧИС.'1а десятков, то есть четность предпослед
ней цифры в N2 та же, что и четность числа десятков в х2• Непо
средственной проверкой убеждаемся, что квадраты всех нечетных х 
содержат четное число десятков. 

Далее, в решении задачи 81 предпосдедняя Цllфра в некотором 
чнсле N2 оказывается нечетной. Тогда число десятков в х2 также 
должно быть нечетньщ, а это бывает только у 16 и 36, откуда и 
деJIается заКЛlOчеНllе, что последняя цифра есть 6. 

71.  Мне не удалось доказать, что описаиная процедура действи
тельно дает максимальное чис.'10 кусков. 

77. Из этого рассуждення не видно, почему нельзя тем же спо
собом опреде.'1НТЬ температуру в l(акоЙ·нибудь точке листа, отлич
ной от центра. На самом деде оно позволяет сделать TO.�ЬKO сле
дующий вывод: среднее аРlIфметическое температур, измеренных в 
четырех точках, ПО.'1учаЮЩIfХСЯ друг из друга при повороте квадрата 
на угол 900 относите.'1Ьно центра, будет равно 250. Покажем это, 
пояснив заодно и прнведенное aDTopOM решение, оставаясь сначала 
на фllЗИЧеском уровне строгости. 

Разобьем Iшадратный лист на столь MaJIble одинаковые эле· 
1I1eHTbl, что в пределах одного 113 ннх температуру можно считать 
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постоянной. Условне теплового равновесия состоит в том, что тем
пература каждого эдемента равна среднему арифметнческому тем
ператур всех его соседей. Когда мы наложим четыре листа друг на 
другз. то элементы совместятся по четыре, прнчем совместятся как 
раз те элементы, которые получаются поворотом листа на 900 отно
сительно центра. После совмещения условие теплового равновесия 
между четвертым элементом и его сосеДЯМII не нарушится, а внутри 
его произойдет перераспределение тепла, так что в резу.ТJbтате тем
пература станет раDНОЙ среднему арифметнческому температур всех 
четырех составляющнх его Э.1ементов. Д.'1я элементов, при надлежа
ЩIIХ краю лнста, это среднее равно 250, а так как у .ТJиста с по
стоянной температурой на краю равновесное состояние будет тогда, 
когда весь лист имеет ту же температуру, то среднее во всех точках 
равно 250. 

В частностн, и Д.ТJя ПоНи мания авторского решеиия это очень су· 
щественно: при повороте квадратного листа центр его остается на 
месте и потому центральный Э.ТJемент совмещается четырежды сам 
с собой. Среднее аРllфмеТiNеское четырех ОДlIнаковых чисел есть то 
же ЧIlс.ТJО. 

Если приведенное рассужденпе не УДОВ.1етворяет приверженцев 
математической строгости, то прежде всего им придется перевести 
на аккуратный м атематический язык самое постановку задаЧII. 
Обычно это делается в терминах так называемой задаЧII ДIlРllхле 
для уравнення Лапласа. для тех, кто сумеет это сделать, не пред
ставит труда перевести на тот же язык и наше физическое рассу
ждение. В награду за усилия OНlI получат также равенство 

QO (_ 1 )k I 
.!. "  h (2k + I ) n  = 4"' 
n L.." с 2 k=O 

83. А нельзя ли усмотреть, что остатка не будет, не ПРОНЗDОДЯ 
самого делення? Отбросиn О и запятую, которые прн выполнении 
деления существенной роли не IIграют, запишем наше ЧIIСЛО в виде 

N = 1 42857 ( 1  + 106 + . . .  + 10Зб) = 
= 142857 [7 + ( 108 - 1 )  + 

. . .  + ( IОЗ8 - 1 )] .  
в квадратных скобках каждое. слагаемое де.'llIТСЯ на 7, так как все 
OHII, начиная со второго, делятся н а  IOб - 1 = 142857 • 7. 

84. Справедливо тождество 

1 аЬС = б [(а + Ь + С)З + 2 (а3 + ЬЗ + с3) - 3 (а + Ь + с} (аЧЬ2 + с2)] 

(аналогичное тождество для четырех переменных встреТJ\ЛОСЬ в 
комментарии к задаче 3) . 

89. Конечно, доказываемое утверждение общеизвестно, и его 
можно доказать и без теоремы Чевы. Эта последняя, впрочем, дос
таточно I<расива и позволяет получить много ннтересных следствпiI. 
Вот ее формулнровка (сразу для прямой и обратной теорем) . 

Д.'1я того чтобы прямые АА', ВВ', СС', соеДИllяющие вер
ШIIНЫ треугольника АВС с точками А'. В', С', лежащимп со
ответственно на прямых ВС, ·СА и А В, пересека.ТJНСЬ в одной 
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точке IIЮ! были все парал.lельны друг другу, необходимо н 
достаточно, чтобы нмело место равенство 

АВ' СА' ВС' 
В

'
С

' 
А'В

' 
С

'
А 

= 1 . 
В этой теореме не предполагается, что точки А', В', С' лежат 

обязате.'lЬНО на отрезках ВС, СА 1I АВ. Поэтому, вычисляя отноше
ния, С-'lедует учитывать также н направления отрезков. Напрнмер, 
еС.'1ll В' лежит на продолжеНIIИ АС в сторону А (так что А лежит 
между В' и С), то отрезки АВ' и В'С имеют противоположные на
правления и отНошение АВ'/В'С отрицательно. Тем самым порядок 
БУI{В в написанной Еыше форму.'lе весьма существен. Если точка пе
ресечеНlIЯ трек прямых АА', ВВ', се укодит в бесконечность, то 
они становятся пара.'lде.1ЬНЫМИ. 

Из теоремы Чевы можно дегко вывести также, что три биссек
трисы в треУГОЛЫlllке И.'lн три высоты пересекаются в одной точке. 
Доказате.'lЬСТВО этой теоремы, ее обобщения и раЭ.'lичные следствня 
см.: Д. О. Ш к л я р с к и Й, 1 1. Н. Ч е н Ц о в, И. М. Я г л о м, Из
бранные згдаЧIl и теоремы э.'lементарноЙ математики, ч. 2, Библиотека 
математического кружка, вып. 2, М., ГИПЛ, 1952, задача 133 и др. 
(есть и другие издания) .  

1 0 1 .  Очень старая и очень популярная задача. 
1 04. PeBHHTe.'lb строгости рассуждений сказал бы здесь: «еле

довате.'lЬНО, либо а = 2, лнбо тю<Ого а вовсе не существует». To.'lЬKO 
после ВЫПО.'lНения де.'lения мы можем утверждать, что а = 2 яв
ляется решением. 

1 05. А зачем фермеру воо6ще покупать те.'lЯТ? Он может, не 
нарушая условия задачи, купить 20 ягнят 11 80 поросят. Если 060-
значить через х и у число купленных телят 1\ ягнят, то (учитывая, 
что с I{аждым тe.'leIlKOM надо покупать 18 поросят, а с каждым яг
ненком - 5 поросят) мы по.'lучаем систему 

1 9х + 5у = 1 00; 

100 - I9х неОТРllцательно и деЛlIТСII на 5 только при х = О и 5. 
Первая возможность дает указанное выше решение, вторая - припе
денное автором. 

107. ОбознаЧllМ 5CED = 5EFD = 51, 5EHD = 52. Приведенное 
решение исходит нз предположеНlIЯ, что 3 < 5\ < 52. Но почему 
это так? Из рисунка видно, что 3 < 51 И 3 < 52, так как t;,. EFD и 
t;,.EHD содержат t;,.EGK, а 5EG K  = 5вЕн = 3. Но почему не мо-
жет быть 3 < 52 < SI? 

Сиова обратившнсь к рнсунку, находим, что 

S2 = 3 + SKGD + 2SEHJ, 
5t = 3 + 2SKGD· 

Если 3 < 52 < 51 п эти величины образуют арифметическую про� 
1 

гресСllЮ, то 52 = "2 (3 + S\) и, следовательно, 

3 + SKGD + 25ЕнJ = З + 5KGD, 

откуда 5ЕНЕ = О, что невозможно. 
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1 J 4. Нужно сделать .'IJiНеЙное преобразование 

х' = х + у + � 2 2 '  

, 43 ,уз у = -
2

- У + -6- z, 

, 46  z = -з- z. 

Хуже обстоит lle.qo со вторым из предлагаемых способов, так 
как из пра ВilЛЬНЫХ тетраэдров нельзя составнть кристаллической 
структуры. В самом деле, возьмем на ребре 1 одного из тетраэдров 
точку Р, которая не является ни вершнной одного нз тетраэдров, 
нн точкой (строгого) пересечения никаКIIХ двух ребер. Такая точка 
всегда существует. Вблизи этой точки ребро 1 будет общим ребром 
двугранных углов нескольких правильных тетраэдров. ЭТII углы 
JU\бо заполняют всю окрестность ТОЧЮI Р, если она не является вну
тренней ни для одной из граней какого-либо тетраэдра, либо за
ПОЛIIЯЮТ по,'упространство, пр"мыкающее к той грани, для которой 
Р - внутренняя точка. В первом случае двугранный угол праВlmь-

3600 1800 
ного тетраэдра должен быть равен --, во втором - -- , где n n 
n - целое число. Но этот yro.q q> легко вычислнть, причем оказы
вается, что 

3600 . I 3БО" 
-6- = f,()" < q> = 2 агсslП 3 < 72" = -5- '  

Поэтому кристаллической структуры, составленной из одних пра
ВНЛЫIЫХ тетраэдров, не существует. 

J 16. Ненскушенному читателю в этом месте, возможно, и ое 
ЛрНllет в rO.qOBY вопрос: «А почему, собственно говоря, это оче
видно?», знаток математического анализа сразу сообразит, что не
прерывная функция ' (А, В, С) = sin А + sin В + siп С, определен
ная на "�MKHYТOM ограниченном, а стало быть, и компактном мно
жестве 

достигает своего максимума по теореме Вейерштрасса, но ЧlIтатель, 
не прннадлежащий ни к одной из этих двух каrегорий, может по
желать обойтись чисто геометричеСКИ�flt средствамн, без ссылкн на 
эту теорему 

По теореме сннусов 

а Ь с 
--- :::о --- = -- = 2R sin А sin В sin С ' 

где 2R - диаметр описаиного круга. Поскольку нас ннтересуют 
только углы, ТО мы можем положить 2R = 1. Теперь синусы углов 
будут равны длинам противоположных сторон. и МЫ приходим К за
даче: доказать, что среди всех треУГОЛЬНIIКОВ, вписанных в данную 
окружность, равносторонннй имеет иаибольший периметр 2р = 

= а + Ь + с. 
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В . 2 ....... 27 2 43 ....... 1 R эквивалентноfl форме. р "'" т R , или -9- Р ""' "2  ' 9ТО 
,утверждение содержится в книге Д. О. Шклярского. Н. Н. Ченцова, 
И. М. Яглома «Геометрические неравенства и задачи на макснмум 
и минимум» (Библиотека математического кружка, вью. 12, М., 
tIЗД-ВО «Наука», 1970, задачи 95, в 11 97) . Впрочем, приведенное там 
доказательство достаточно длинно. 

1 18. Интересно, я вляется ли это решение единственным? (Ре
шения, получающиеся друг из друга круговым пересаживанием или 
зерка.%ноЙ симметрней, различными не считаются.) 

I 
122. См. формулы Виета. 
1 29. Без дополните.%НЫХ пояснений это рассуждение ничем не 

лучше с.'1едующего классического парадокса. 
Пусть 

S = I - I + I - I +  . . .  = ( 1 - 0 + ( 1 - 1 ) +  
• . .  = 0 + 0 +  • . .  = 0. 

Тогда 

I - S = I - ( I - I +  . . .  ) = 1 - 1 +  . . . = S. 
Поэтому 

I = 2S. 
Следовательно, 

(я нарочно сохранил те же самые слова) .  В чем же дело? КОllечно, 
в СХОДlIМОСТИ ряда, определяющего М, и расходимости ряда, опре
деляющего S. Первую можно установить, польэуясь известными при
знаками сходимостн (например, Да�амбера) или заметив, что ряд 
для М мажорируется Ueсконечно убывающей геометрической про
гресспей: Tal( I(al( n < 2n при n ;;;а. 1, то 

1 n 2 � 
з + ' " + зrr + " ' < 3 + ' "  + зrr + ' " = 2. 

140. В трехгранном угле сумма двух плоских углов всегда 
больше третьего. ' 

150. Логика этой фразы не совсем понятна. Из напнсанного да
лее уравнения решение х = k + т получается мгиовенно. 

151 . c� = 20 = 8 граней + 12 внутри октаэдра. 
153. 1. Если одно нз чисед р, q, , четно, то есть равно 2, то 

N � 2 . 47 • 47 < 2 . 50 . 50 = 5000. По условию же существует не 
менее 7560 чисел, меньших, чем данное. 

2. Кроме 1 1  и 19, других простых чисел < 22, квадрат которых 
кончается единицей, нет. Поскольку в условии не сказано, что р, q. 
, должаы быть различными, следует испытать еще две возможно
сти: р = q = 1 1  и Р = q = 19. Случай N = 4з • 1 1  • 1 1  = 5203 с.'1е
дует отбросить по той же причине, что и выше N = 2 . 47 . 47. Ос
таются два конкурента: приведенное Триггом N = 1 1  . 19 · 43 = 
= 8987 и N = 19 . 1 9  • 43. 

Однако это не самое существенное; из наших рассуждений ии
как не следует, что хотя бы одно из этих чисел действительно яв
ляется решением задачи: вполне возможно, что эта задача неразре
шима. Кстати, она 11 была бы неразрешимой, если бы в условии го-
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ворилось, например, о 7561 - числе, меньшем данного н взаимно 
npocToM с ним, хотя на все наши предыдущие рассуждеиия это нн
как бы не повлияло. 

Поэтому МЫ должны провернть, что среди чисел 1, 2, • . .  , 8986 
действительно ровио 7560 взаимно просто с 8987. Легче СОСЧ\lтать 
наоборот, сколько среди этих чисел имеют с 8987 = 1 1  • 19 · 43 06-
ЩIIЙ деmlтель. Это будут; 

1 1 ,22, • • •  , (43 · 1 9  - 1 ) · 1 1 - всего 43 · 19 - 1 = 816 чисел; 

1 9,38 • • • • • (43 . 1 1  - 1 ) ·  19 - всего 43 · 1 \ - 1 = 472 числа; 

43,86, " "  ( 1 1 · 19 - 1 ) . 43 - Bcero 1 1 · 19 - 1 = 208 чисе.7J. 

в этом перечне по два раза встреТIJ.'IIIСЬ: 

1 1 · 19, 2 . 1 \ · 19, . . . . 42 · 1 1 · 1 9 - 42 чнсла; 

1 1 · 43. 2 · 1 1 · 43 . . . .  , 18 · 1 1 · 43 - 18 чисел; 

19 . 43. 2 · 19 · 43, . . . . 10 · 19 · 43 - 1 0  чисел. 

Итого чисел, меНЬШIIХ 8987 и взанмно простых С ним: 8986 -
'--816 - 472 - 208 + 42 + 18 + 10 = 8986 - 1496 + 70 = 7560. 

Значит. 8987 удов.'1етворяет всем условиям задачи. 
Для N = 19 · 19 · 43 аналогичный подсчет дает 14 З83 числа. 
154. Это рассуждение некорректно. ПОСКО.'IЬКУ ниоткуда не сле-

дует. что эта процедура не будет продолжаться бесконечно. На ка
ждо'l! шагу число слагаеМЫХ растет, может возрастать и число рав
ных среди пих. 

8 

A .r...;;;;�---.......... _--� C 
к 

Рис. 5. ' 

155. В самом деле, если внутренняя точка Р, а основаНИЯ пер
nендикуляров на сторонах АВ, ВС, СА обозначены соответственно 
Е. Н, 1( (рис. 5), то 

АI(2 + ВЕ2 + СН2 = АР2 _ РI(2 + ВР2 _ РЕ2 + СР2 - РН2 = 

= АЕ2 + ЕР2 _ РК2 + ВН2 + Н Р2 - РЕ2 + СК2 + I(Р2 - РН2 = 
= АЕ2 + ВН2 + Сl(2. 
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159. Действительно, радиус вписанного круга здесь равен 

аЬ аЬ (а + Ь - с) 
а + ь + с - -а-+"7""""7ь-+""-с-

-= аЬ (а + Ь - с) 
_ (а + Ь)2 - а2 - Ь2 

164. См. комментарии к задаче 129. 

(а + Ь)2 _ с2 ::::а 
a + b - с 

2 

173. Здесь следовало бы ПРliбегнуть к такому рассуждению. 
В четверичной системе счисления таБЛllца умиоження имеет впд: 

О ·  т = т . О = О, 1 ·  т = т . 1 = т, 
2 Х 2 = О, 2 Х З = 1 2, З Х З = 21 .  

Поэтому, еСЛll ",*1 = Р • (*q) , то либо р = q = 1 ,  что невозможно 
(двузначное число не может равняться трехзначному), ,'шuо р = 

= q = З. Поэтому третья цифра частного и ПОС.ТJедняя в делителе 
суть З. 

1 76. Автор неявно преДПО.1агает, что возраст жениха в момент 
Зal(.7ючения брака был меньше 1 50 лет. В противном случае воз· 
можно, например, еще такое решенне: будучн 150 лет от роду, сосед 
взял в жены З5-летнюю женщину; сейчас ему 169 лет, его жене 
54 года, дочери 1 6, а сыну 9 лет. 

Возможны 11 другие решения. Найдя их, вы, без сомнеНllЯ, как 
И я, у.ТJыбнетесь. 

185. При меняемая автором процедура на первый взгляд ка· 
жется «взятой С потолка». Поэтому естественио СПРОСIIТЬ: не пмеет 
ли эта задача других решений? СоотвеТСТВУЮЩIIЙ ана.ТJИЗ довольно 
любопытен н показался мне заслужнвающим ВНllмания. 

Будем, как и автор, изображать расписание тура матрицей 
4 Х 4, где строки соответствуют играющим четверкам. РасписаНllе 
не меняется, еСЛII буквы внутри одной строки произвольно перестав· 
JIЯЮТСЯ и если строки це.ТJИКОМ меняются местами. Кроме того, Д.111 
наШllХ це.'IеЙ безразличен порядок туров. 

Составив произвольио раСПИС8llllе пятого тура, ПРИСВОIIМ игрокам 
первой четверки иницна.ТJЫ А, В, С, D. Во всех ОСТ8.1ЬНЫХ турах эти 
игроки должны быть в разных четверках, н мы условимся (пере
став.ТJЯЯ, еСЛll нужно, строки) писать всегда А в первой строке, В 
во второй и т. д. При этом, переставляя ИНИЦиа.'lЫ IIГРОКОВ внутри 
строки, можно добиться того, чтобы нгроки из четперки k·Й СТРОКJI 
матрицы пятого тура бы.ТJИ вписаны в k-й столбец во всех матрицах 
oCTa.ТJbHЫX туров (в каждой матрице, кроме пятой, все они до.ТJжны 
быть в разных строчках) .  Наконец, переставляя ИНllциалы ИГРОI<ОВ 
в строках матрнцы пятого тура, мы можем добиться того, чтоБы� 
строки матрицы пятого тура СТ8.ТJИ столбцамн матрицы первого тура, 
то есть чтобы ЭТII матрицы, как 11 у автора, llмеЛII впд 

AE1M 
BFJN 
СО/(О 
DHLP 

ABCD 
EFOH 
/JKL 
MNOP 
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Таким образом, произвол в составлеНIПI расписания сводится ЛIlШЬ 
К перестаиовкам внутри столбцов матриц второго, третьего и чет
вертого туров (кроме nepBoro столбl\а, который уже зафиксиро
ван) . Это вполне соответствует процедуре, при меняемой автором, 
и иужно лишь объяснить, почему им были выбраны Р2, Рэ. Р4, а не 
какие-нибудь иные перестановки. В дальнейшем мы будем обозна
чать одной и той же буквой как перестановку HeKoToporo фиксиро
ванного набора элементов, например et= ( G, Н, Е, F) , �= (Н, G, F, Е), 
V = (F, Е, Н, О) суть перестановки четверки (Е, F, G, Н) ,  так и опера
цию, которой эта перестановка осуществляется, причем эту опера
ЦllЮ можно применять к раЗЛИ1.jllЫМ наборам элементов: et ( I , 2, 3, 4) = 
= (3. 4, 1 , 2),  � (/, J, K, L) = (L, K, /, /), V ( I , 2, 3, 4) = (2, 1 , 3, 4) .  

Рассмотрим вторые столбцы матрнц второго - четвертого ту
ров. Они получаlОТСЯ из BToporo столбца матрицы nepBoro тура, то 
есть ИЗ букв (Е, F, G, Н) (для удобства я пишу здесь и далее стол
бец в строчку) ,  тройкой перестановок, которая ДО.'1жна обладать 
следующим свойством: при каждой перестановке ни одна из букв 
ие остается на том же месте, что и в исходном столбце, и каждая 
буква непременно должна побывать на всех остальных трех местах. 
Существуют четыре тройки перестановок, УДОВ.'1еТВОРЯЮЩllе этому 
УСЛОВIlЮ: 

Id / 1 )  а � '\' I 2) а 8 '\' I 3) fJ � е I 4) а � ох 

.1 
2 
3 
4 

3 4 2  
4 3 1  
1 2 4 
2 1 3  

3 4 2  
4 3 ] 
2 1 4  
] 2 3 

3 4 2  
1 3 4 
4 2 I 
2 1 3  

3 4 2  
4 I 3 
1 2 4 
2 3 1 

( Id  означает тождественную перестановку) .  
Те же рассуждения llрименимы ({ третьнм и четвертым столб

цам матриц BToporo - четвертого туров, и они также должны по.'1У
чаться нз сто.'1бцов (1, /, К, L) 11 (М, N, О, Р) одной ИЗ этих троек 
перестановок, например 8(1, /, К, L) = (L, К, 1, /) и т. Д. 

Теперь рассмотрим второй - четвертый столбцы одной н той же 
матрицы любого из BToporo - четвертого туров. анн снова полу
чаются из соответствующих СТО.'1бцов матрицы nepBoro тура тройкой 
перестановок, и нетрудно заметить, что эта тройка должна об.'1а
дать тем же характерным свойством, что и выше, поскольку ИГРОЮI 
из одной четверЮI nepBoro тура должны быть рассеяны по всем 
четверкам в любом нз остальных туров. Следовате.'1ЫIО, это опять 
ДО.'lЖна быть одна из четырех выписанных выше троек перестано
вок. 

Докажем, что тройка перестановок, отвечающая столбцам i-й 
маТРIЩЫ, и тройка перестановок, отвечающая k-M столбцам всех 
трех матриц, СОDпадают при любом выборе i, k. Отсюда следует. 
что это будет одна и та же тройка при всех i и k. 

Пусть, например, i = k = 2. Если тройки не совпадают, то пе
рестановкой, отвечающей второму столбцу матрицы BToporo тура, 
может быть только <Х, � илн '\' (другие перестановки входят лишь 
в одну из троек) . Все три случая идентичны, так что пусть это бу
дет et. Сначала рассмотрим случай, когда тройка матрнцы BToporo 
тура есть (et, �, -у) . Тогда второму столбцу третьей ИЛII четвертой 
матрицы отвечает �. Следовате.'lЫIO, третьему или четвертому 
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стодбцу той же матрицы отвечает х, что невозможно. ибо х не об
разует тройки ни с f}, ни с у, отвечающими тем же столбцам в мат
рице второго тура. Аналогично опровергается случай, когда матрице 
второго тура отвечает тройка (а, Ь, х) . 

Таким образом, все перестановки должны входить в одну из 
троек 1 -4  (у автора Р2 = у, Рэ = f}. Р4 = а) .  Теперь нужно вы
яснить, как следует распределять перестановки по столбцам и мат
рицам. Поскольку номера туров д.'1Я нас не существенны, то можно 
вместе с автором считать. что второму столбцу во втором туре со
ответствует а, в третьем - fI, в четвертом - у. Тогда д.'1Я третьего 
столбда мы будем иметь две возможности - у и fI. Легко видеть, 
что четвертый СТО.'lбец 11 ocтa.1JbHbIe стодбцы других матриц выбором 
одной из ЭТIIХ возможностей определяются однозначно. РеЗУ.1Jbтат 
может быть представлен следующим образом (приведены переста
новки второго - четвертого СТО.YJбцов в каждом из туров) : 

Второй тур 
Третий тур 
Четвертый тур 

l-е решение 2-е решение 

a y fl  a fl y 
fI а у fI v а 
y � a  y a fl  

( 1 ) 

ЭТII два решения дают оба авторскнх решения (второе с переста
новкой туров) . 

У Н:lС остается еще возможность IIгпытать одну IIЗ троеl< 2-4. 
В предыдущем ана.чизе мы заБОТlmись о том, чтобы IIГРОКИ первого 
СТОJlбца (то есть А, В, С, D) получа.ЧII в каждом туре новых парт
неров, но Нlюткуда не с.чедует, что игроКl! оста.чьных сто.чбцов не 
могут оказаtься в одной четверке (строчке) дважды. Те же рассуж
дения, что 11 выше, показывают, что распределение перестановок 
по турам (с точностью до нумерации туров) имеет вид (д.чя трой
КII 2) 

Второй тур 
Третнй тур 
Четвертый тур 

() е V 
е у () 
v () е 

или 
() v е 
е () V 
V е () 

(2) 

ПОСТРОIIВ по .чевоЙ IIЗ ЭТIIХ таб.чиц расписание второго и четвертого 
туров, по.чучиы 

() еу 
AGLN 

ВНКМ 
СР /Р 

DE /O 

илн BE LO 
CHJM 
DG/N 

(3) 

Мы ВИдНМ, ЧТО О И N, Н 11 М 11 т. д. дважды нграют в одной чет· 
верке. Таким образом, это не есть решен не задачи. Точно так же 
приходится отбросить правую табmщу, отвечающую тройке 2, Ii ос
Т8.чьные две тройки перестановок. 

В чем же дедо? Оказывается, здесь существенную рО.1Ь "грает 
раз.чнчие в ашебраической природе троек 2-4 н тройкн 1 .  Добавив 
к каждой из них тождествениую перестановку Id, мы во всех Сочу
чаях по.чучаем подгруппу в группе перестановок, но для ТрОЙКII 1 
зто будет группа Кчейна (а2 = fl2 = у2 = Id), а д.YJЯ троек 2-4 � 

цик.чнческая группа четвертого порядка (например, {)2 = у, 63 = е, 
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64 = ld) . Опуская подробности, я замечу только, что, взяв в таб.rш
цах ( 1 )  произведеНIIЯ Э.ТIемеIlТОВ одного СТО.ТIбца на обратные к эле
ментам другого (то есть a/3-1 = а/3 = у, /3y-1 = �y = а, уа-1 = 

= 1'а = /3),  мы получаем три раЗ.ТIичные nepecTaHollKlI, то есть всю 
тройку 1 .  В конечном счете именно это обеспечнвает выполнеНllе 
осех условий задачи в авторском решеНIIII. 

Проде.ТIывая то же самое в (2) , мы ПО.ТIучаем 

�y-1 = e, e�- I = ", "е-1 = е. 

Совпадение произведеннй 6y-1 11 У8-1 пмеет слеДСТВllем появленпе в 
(3) повторов. 

198. Вот еще решение этой попу.ТIярной задаЧII. ПомеСТIIМ в ка
ждую IIЗ точек А, В, С, D массу 1 .  Обе ТОЧКII, указанные в YC.ТIO
вин задаЧlI, должны совпадать с центром тяжести полученной сн
стемы, а следовате.ТIЬНО, и между собой. 

200. Пусть КО = х, С = у. Тогда 

28 кос IOx + y 
25 = ско 

= 
1О0у + х ' 

откуда 25у = 2х. Это дает х = 50, у = 2. 
205. Уединяя один из радш{3дов и возводя обе части уравнеНlIЯ 

в квадрат, мы вместе с многоумным Е. П. Б. Умбуджо получим сле
дующее: 

. /---
1
-

1 1 r - 2х � 1 - х + I - х = х - х' 

X2 - Х + I = 2х � I - ; • 

(х2 - Х + 1 )2 = 4х2 - 4х. 

Кажется, теперь пришло время, подобно незадаЧЛIIВОМУ профес
сору, угадывать корень этого уравнеllНЯ 4·Й степеНII. Но • • •  не бу
дем ТОРОПIlТЬСЯ: 

(х2 - х)2 + 2 (х2 - х) + I = 4 (х2 - х), 
(х2 - х)2 - 2 (х2 - х) + 1 = О. 

(х2 - Х - 1)2 = О 

и дa.ТIee, как у автора. 
206. Это «c.ТIeдoBaTe.%Ho» совершенно не.ТIОГIIЧНО. Что значит 

«самое равномерное распреде.ТIение»? Кто сказад, что оно самое пло
хое? К сожа.ТIеНIIЮ, задачи этого типа, в которых суть дe.ТIa свя
зана с принщшом ДИРllх.ТIе, нередко оказываются камнем преткнове
НlIЯ. Часто He.ТIeГKo бывает убедить автора подобного «решения» в 
том, что его рассуждение не ук.ТIадывается в рамки строгой .IJОПlКJI, 
хотя оно основано на здравом смысле и приводит к правильному 
ответу (последнее обычно рассматрпвается как неопровержимый до
вод в пользу праВИ.IJbНОСТИ решения) . 
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Логически безукоризненным рассуждением здесь будет, напри
мер, такое. Пусть менее 20 человек обдадают всеми четырьмя ха
рактеРИСТllкаМII. Тогда общее чис.�о записей будет меньше чем 
20 · 4 + ( 100 - 20) · 3  = 320. 

Вообще же мне бо.�ьше нравится такое решение: среДII 1 00 r.IУЖ
чин 30 не IIмеют карих г.�аз, 25 - темных водос, 15 IIЗ HIIX Ma.�o
poc.�ы и 10 IIмеют «вес мухи» ( 140 фунтов ::::;;; 50 кГ) . Даже ес.щ 
это ДНЧНОСПI разные, IIХ число не превосходит 30 + 25 + 15 + 10 = 

= 80. 3наЧIIТ, остальные, число которых не может быть меньше 
100 - 80 = 20, до.�жны иметь все переЧИС.1енные в ус.�овии задаЧl1 
ДОСТOIшства. В общем с.�учае n 

P = IOO - L (100 - p;}, 1=1 
что, конечно, совпадает с приведенным автором ответом. 

207. ДеЙСТВlIте.%но, проведем опорные прямые перпенДlП<У.�ЯРНО 
CD. ТОI'да CD � расстоянию между ними = ширине = 1 .  

2 14. Я скдонен отнести это красивое утв('рждение к разряду 
«I<Осточек В изюме». Во всяком с.�учае, известное мие доказате.%
ство вряд ЛJl заСЛУЖlIвает эпитета «элегантное». 

Пусть (хо, Уо) - точка пересечения, а у = Уо + k (х - хо) -

уравнение касате.1ьноil. Решая cllcтeMY { Ь2х2 + а2у2 = а2Ь2 
у = Уо + Il (х - хо), 

пр"хоДlм к квадратному уравненпю Ах2 + 8х + С = О, где 

А = Ь2 + a2fl2, 
В = 21la2 (Уо - Ilxo), 

с = а2 (Уо - Ilxo)2 
- а2Ь2• 

Поско.%ку мы IIмеем дело с касательной, обе точю\ пересечеШIЯ пря
моН и :mmшса совпалают, а потому совпадают 11 KOPIIII IlaiiAeH
ного квадратного уравнеllИЯ, С.1едоватедьно, его дискриминант 
82 - 4 АС = О, откуда 

k� (Х6 - а?) - 2kxo!'o + yg - ь2 = О. 

Два корня Il) н Il2 'iTOrO квадратного уравнеНIIЯ отвечают двум ка
caTe.�ЬHЫM к э.'1.�НIJСУ, проходящим через точку (хо, lJо) . Yc.�oBlleM их 
перпеНДIlКУЛЯРНОСТII будет равенство k,ll2 = -1.  Но по фОРlllу.�е 
Виста 

откуда 
xg + У6 = а'! + ь2• 

215. Это рассуждение IIIIl<уда не годится прежде всего потому, 
что задача не поставлена корректно, так как ВЫЧllс.�яемая ве.'JIIЧlIна 
не опреде.�ена в точных математических термннах. Попытка сде
.�aTЬ это ПРlIве.1а меня к малеlJЬКОМУ исс.�едоваНIIЮ, не Лllшенному 
интереса. 
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Обозначим снача.'lа чисто формально 
э 

У k = .v=-S -:-+--=з7k -:+�(7k::-2 +-:-::-3k:-:)-�;;;S:=+::=:=3 =.:( k;=+=:=:=l ):=+== ( 1 ) 
Если этому выражению можно придать какой-то естественный 
смысл, то, конечно, должно ВЫПО.�няться соотношение 

ИЛII 

э �������� __ ___ 

Yk = .vs + 3k -1- (k2 + 3k) Yk+1  (2) 

Y� - (в + 3k) 
Yk+ 1 = k 2  + 3k (3) 

Примем (2) и (3) в качестве первого постулата, ограничивающего 
выбор Yh. 

Из соотношения (3) вндно, что вся ПОС.�едовательность (УА) 
полностью опреде.�яется заданнем своего первого члена, который 
может быть ПРОIIЗВОЛЬНЫМ. Поэтому для придания однозначного 
CMыc.�a веЛlIчине Уl - а именно к этому мы стремимся - c.�eдyeT 
пр"влечь какие-то дополните.�ьные соображения. Естественно СЧIJ
тать - и это будет нашим вторым постулатом, - что УА JJеотрица
тельны. 

где 

Положим УА = (k + 2)lIh. Тогда (3) приведется к виду 

lIk+ 1  = ( 1 + ek) 1I� - ek' (4) 

Прежде всего заметим, что последовательность lIА "'" 1 удовлетво
ряет соотношению (4) , откуда УА = k + 2 удовлетворяет соотно
шеНIIЮ (3) . Собственно говоря, автор решеНIIЯ только 11 ограНIIЧИЛСЯ 
этим эамечанием. Если же 11" '* 1, то из равенства 

1IН I  - 'I1k = ('I1� - lIk) + ek (lI� - 1) 
видно, что Лllбо '1"+1 > 1"\А > 1, Лllбо 11"+1 < 11А < 1 (последнее в 
преДПО.�ожении '1" � О) . 

Рассмотрим вторую 113 этих возможностей, предПО.'Jагая в соот
ветствии со вторым ПОСТУ.'Jатом, что lIh � о. Ввиду монотонности 
существует liт '1А = 11 .. , и, переходя к пределу в (4), находим, что 
'1", = 11 "'3, то есть '1.., = О (невозможно 11 ... = 1 ,  так как 11 ... � 
� '1" < 1 ) . с.'1едовате.IJbНО, при k > ku будет выполняться нерапен-

1 
ство lIk < 2' а потому 

1IНI < 2 · ( � у . '1k = } lIk 

(е" Прll всех k меньше 1 ) .  По ИНДУКЦIIII 1Ik.+l < :� • •  8 тогда 

lIkt 1)k.+l+l < 21+1 - ek,+l' 
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3 
Jl так как ek � fi2' то прн достаточно бо.,ьших 1 иравая часть от-
рицзте.%на, что ПРИВОДIIТ нас к противоречию. 

TaKIIM образом, либо 1) А si 1, либо 1)" > 1 ,  11 тогда 

1)k+ 1 = 1)� + е k ( 1)� - 1) > Т)�, 
k-l откуда по индукции 1)k > ("rJд3 , Это означает, что последователь-

ности {у,,}, удовлетворяющие двум иаШIIМ постулатам, бывают двух 
видов. Первый соответствует У. = З - зто авторское решеllие за
дачи. Бо втором выполняется неравенство 

Yk > (k + 2) 1),k- l 
= (k + 2) ( �I yk-l (5) 

Же.llая теперь придать точный СIIIЫС.ll веЩIЧИl1ам y�, мы посту
ПIIМ следующим образом. Из ( 1 )  оытекает, что 

3���������==�����== 
Yk = ,уВ+Зk + (kЧ3/г )  -v'в+з (k+ I )+ ' "  .у'В+Зn+(n2+Зn) Уn+ !  

Бозьмеlll IlрОИЗВО.1ЬНУЮ неОТРllцате.1ЪНУЮ последовате.%НОСТЬ 
{8 n} = 8 и обознаЧlI1II 

xk, n (8) = 

З ������������������ = ,уВ+Зk+(k2+Зk) 1/8 + з (k+l ) + . , .  �8 + зn (n2 + зn) 8n + 1  

Преде.1J lim xk (8), eC.1J1I таковой существует, м ы  11 будем прини-
n-+"" . n 

мать за значение ведичины У" в ( 1 ) .  Предыдущие рассуждения П03-
ВО.llяют нам указать некоторые условия, Прll которых эти пределы 
деЙствите.1JЬНО существуют и даже иногда не зависят от выбора 8. 

Прежде всего, если мы возьмем 8" = У", где УА удовлетво
ряют соотношенню (3) , то при n > k будем иметь Xk• n = Yk и 
Нm Xk = Pk, Такнм образом, ПрОНЗВО.ll все еще остается. 

n -+ "" , n 
Докажем теперь, что если 

то существуют пределы 

lim 10g 8n - о  
n -+ ""  ЗN - ,  

Yk = lim xk n (8) = k + 2 
n�OO I 

(в частности, У. = З). 

(6) 

(7) 

Задав ПРОИ3ВО.%но У. > 1, построим последовательность У" по 
соотношению (З) . Б силу (5) и (6) при достаточно бо.llЬШИХ n вы
ПО.1JНЯется неравенство уn > 8n п 113 опреде.1Jения Х". n (8) мы нахо
)ЩМ, что при n > N" (У.) ВЫПО.1JНЯЮТСЯ неравенства 

xk,n (в) < xk, n ({Уn}) = Yk' 
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При YI -+ 1, применяя последовательно соотношение (3) , паходим, 
что УН -+ /г + 2. Поэтому для всякого е > О найдется такое y�', а за-
тем и N� = N k (у7), что при n >  N; ВЬШО.1lняются неравенства 

xk, n (8) < k + 2 + е. (8) 

С другой стороны, рассмотрим последовате.�ЬНОСТь 8n = о. Тог
да, как легко видеть, Х". nН > Х". n Н погому существуют преде.�ы 

Кроме того, 
Yk = lim Xk n (о). n-+оо • 

а переходя к пределу в равенстве 
xk, n+ \ = -\!'=-8"""+,...-::"3k::--:+--:"::(k:-::2-,+:--::"37k),-X-k-.-n-+-\ . 

мы находим, что О" удовлетворяют соотношенням (2) н (3) . Из 
продманного нами выше анализа вытекает, что у" = k + 2. Так 
как IIмеет место неравенство 

Xk, n (о) � xk, n (8), 
то для всякого е > О наftдется такое N;, что при n >  N; будет 
выполняться неравенство 

k + 2 - е < xk, n (О) � xk• n (8). (9) 
Вместе с (8) это дает (7) . 

225. Разумеется, здесь используются внематематические сообра
жения, хотя этот случай все равно пришлось бы ОТбfОСИТЬ, так как 
соответствующее уравнение 131 + т = d2 при .s:;;; т .s:;;; 12 не 
имеет целочllсленных решений. Еслн же эабыть о продолжительно
сти че.�овеческоЙ жизни, то задача доиускает еще одно решение: 15 октября 1722 года. В 1937 году возраст 215 лет; 215 +10 = 152. 

228. ПринЦlШ дирихле в чистом Вllде. 
229. Это рассуждение ошнбочно. По-видимому, ход мыcm! ав

тора был таков. Из равенства 
(Х + 1 )  (х2 - Х + 1) = у2 

видно, что у2 дeJIИТСЯ на х + 1, следовательно, у должен делиться 
на Х + 1,  слеДОВЗ1ельно, 

у2 3 
(х + 1 )2 = Х - 2 + 

Х + 1 
3 - цмое число, а значит, Х + 

1 должно быть целым. Выдменное 
место неверно: наИРlIмер, fj1 = з6 делится на 4, хоти 6 на 4 н не 
делится. 

Элементарное решение уравнения ХЗ + 1 = у2 мне неllЗвестно. 
хотя я встречал его еще в школьном матемаТllческом кружке. 
В. СеРПIlНСКИЙ (<<О решенни уравненнй в целых числах», М., ФIIЗ
lIIатгиз, 1961, стр. 56) также весьма пеССИМИСТIIЧНО пишет об ЭЛе
ментарном решении этого уравнеНIIЯ. 
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Нез.lIементарпое решение может быть получено так: 

х3 + 1 = y2�x3 = y2 _ 1 = (у +  I ) (y - I).  

Общо!'! ианбольший делите.lIЬ чисел у + 1 1 I  У - 1 доджен быть де
.'IIITe.lIeM пх разности, то есть это либо 1, либо 2. 

Б первом с.lIучае у + 1 и У - 1 взапмно просты, а поэтому ка
ЖДЫЙ деmпель х ДО.lIжен воАТII ТО.lIЬКО в одно И3 ЭТIIХ Чllсе.lI. Сле
допате.lIЬНО, х = uv, у + 1 = иЗ, у - 1 = из, и3 - v3 = 2 11 2 де
лится на и - v > о. Значит, и - v = 1 пло и - v = 2. 

Первое ПРИВОДIIТ к противоречню: 

2 = (о +  1 )3 - о3 = 3о2 + 3о + 1 � 1 = 3 (о2 + о), 

что невозможно. ПОЭТОlllУ u = V + 2. Отсюда 

2 = (о + 2)3 - о3 = 6о2 + 12о + 8, 

0 = 02 + 20 +  1 ,  

0 = - 1, и = 1. 

Это дает первое решение: х = -1, У = о. 
Во втором С.'Iучае у - 1, у + 1,  а С.'Iедовате,1ЬНО, и х ДD.lIЖНЫ 

быть четными: 
у - 1 = 2/;, У + 1 = 21], х = 2�, 

причем /; и т) взаимно просты и т) = /; + 1. Отсюда 

8�З = х3 = (у + 1 )  (у - 1 )  = 4611 � 2�;З = 6Т). 

Снова каждый делите.lIЬ � должен войти ТО.lIЬКО в одно И3 чисел 6, 
1). Поэтому С = ио JJ лпбо 6 = 2иЗ, т) = vЗ, либо 6 = и3, v = 20З, 
Следовательно, либо 

03 _ 2иЗ = 1 ,  

причем х = 2ио 11 У = 26 + 1 = 4и3 + 1 ,  либо 

2о3 - и3 = 1, 

ПРllчем х = 2ио, у = 26 + 1 = 2uЗ + 1 .  
Боспо.lIьзуемся теперь следующей теоремо!'! (В. Н. Д е л о н е, 

д. К. Ф а Д д е е в, Теория IIррациона.lIьностеЙ третьей степени, Тру
ды Мат. нн-та им. Б. А. Стек.lIова АН СССР, т. 1 1  ( 1940), стр. 261 
11 дa.�ee) : 

�paвHeHиe АХЭ + уз = 1, где А - целое число, кроме тривuаль
liого рещения Х = о, у = 1, имеет не более одного целочисленного 
рсшсния. 

В частносТII, ypaBHeHlle 2ХЗ + уз = 1 ,  два решения которого мы 
без труда угадываем: Х = о, у = 1 о Х = 1, У = -1, других це
лочпсленных решеЮIЙ не имеет (ЦИТllруемые мною авторы сооб
щают, что этот результат доказал еще л. Эйдер методом «бесконеч
ного спуска») .  

Уравненпе vз - 2uЗ = 1 ПРIIВОДИТСЯ К виду 2ХЗ + уз = 1 ,  ес.lIИ 
ПОJЮЖIIТЬ Х = '-и, У = о. Поэтому либо и = о, 0 = 1, откуда 
х = О и у = +1,  Лllбо и = -1, v = -1,  откуда х = 2, У = -3. 

Уравнение 2vЗ - иЗ = 1 приводнтся к виду 2Х3 + уз = 1 ,  если 
по" ожить Х = О, У = -и. Поэтому .1Il1бо v = о, и = -1, откуда 
х = О 1I У = -1, либо v = 1 ,  и = 1, откуда х = 2, У = 3. 

241.  Поско.lIЬКУ теорема Стюарта не ВХОДIIТ D программу нашеА 
ШКО.lIЫ, а ее формулировка довольно с.�ожна JJ тяже.�овесна Д.lIЯ 
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того, чтобы считать основанное на не/!: решеНllе I/ЗЯЩНЫМ, я Прlшеду 
другое решение (основанное, в сущности, на той же идее) . 

Пусть О (рис. 6) - центр окружности радиуса 15 см, 0\ - ра
диуса 10 см, 02 - раДllуса 5 см, Оз - радиуса Х см (IIСl<омая) .  Тог
да О\Оз = 10 + Х, 020з = 5 + х, 0\0 = 5, 002 = 10 п ОО, ,==; 

0J 

Рис. 6. 

= 15 - Х. По теореме косинусов, прнмененной к .60,00з JI 
.60200з: 

( 15  - х)2 + 102 - 2 · 10 ·  ( 15  - х) соз L ОзО02 = (х + 5)2, 

( 15  - х)2 + 52 + 2 ·  5 ·  ( 15 - х) соз L 0з002 = (х + 10)2. 

Исключая cos, приходим к тому же уравнеНIIЮ, что и у автора. 
242. Без 1<0мбинаТОРНI<И: иайдем КОЭффНЦllеllТ при хn В разложе-

нии бинома ( l  + х)2".  С одной стороны, он равен C�n' с другой, 

(l + x)2n = (l + x)n ( l + x)n = (I + C�X + • • •  + c�xn) x 

. Х ( 1 + C�x + . . .  + C�x )n. 

11, ПОДСЧlIтывая КОЭффИЦllенты Ч.�енов степеНII хn ПОС.�е раскрытпя
скобок, приходим 1< нужному р авенству. 

252. Можно оБОЙТIIСЬ и без ССЬШКlI на «малую теорему Ферма». 
Ес.1И НII одно IIЗ чисел а, Ь, с не дешlТСЯ на 3, то в равенстве 

а2 + Ь2 = с2 

каждый член при делении на 3 дает остаток I «3/г ± 1 ) 2  = 91г2 ±' 
± 6k + 1 ) ,  ЧТО прИВОДIIТ К ПРОТlIвореЧIIЮ: 2 = 1 . 

256. Признак деЛИМОСТII на 5 в шестеричной системе аналогичен 
признаку делимости на 9 в десятеричной (см. начадо комментария) : 
число дещlТСЯ на 5 тогда и только тогда, когда сумма Цllфр его 
шестеРIIЧНОЙ записн делится на 5. В нашем случае сумма Цllфр 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15дее = 23шеет дмится на 5. 

264. Эти рассуждеНIIЯ доказывают лишь, что «еслll решенне су
ществует, то -х = у = -v = и = 2», то есть что решение един
ственно. Логическая строгость требует для завершення решения про-
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верки, что пайденный набор ЧIIСе.'1 деflствите.'1ЬНО удовлетворяет си
стеме ( 1  ) -(4) 

273. ЭТО утверждение совсем нетривиально (см. Д. о. ш к л я р
с к 11 Й И др., соч. цитируемое в комментарии к задаче 1 1 6, задача 
100а) .  Используемое далее утверждение о периметре эквивалентно 
утверждению задачи 1 16 (см. тот же комментарий). 

274. Д.'1я ПО.чноты решения заметим, что в квадрате со сторо-
ной < "';2 нельзя разместить без переКРЫТJlЯ два квадрата со сто-

...j2 ( "';2)2 (42)2 
ронамн -2-' хотя их общая площадь равна -2- + -2- == 1 . 

275. Рассмотрнм сначала с.чучаЙ, когда ни одна IIЗ точек не 
совпадает с нулем. Проведя радиусы-векторы точек г/, мы получпм 
не менее семи векторов с общим нача.10М, а потому по крайнеll 

3600 
мере одпн из углов между ними будет ..;;; -7- < 600. Пусть это 

будет угол 1jJ, образованный радиусами-векторами точек Zi, Zj, при
чем без ограничения общности I Zf l � I Zj l . По теореме КОСIIНусов 

J Zj - 2, 12 = I 2; r + 1 z, 12 - 2 1 2Е II г, 1 cos ljJ < 
< I 2; r + I г, r - 2 1 2; П 2/ 1 cos 600 = 

= 1 2, f + 1 2! 1 (  , г, 1 - 1 2/ 1 ) ";;; 1 2, р ..;;; 1 2т р. 
Следовательно, I Z/ - Zj l  < 12m l . 

ЕСЛII же одна из точек совпадает с нулем, скажем 271 = О, то 
обязат�ы!О I г/ I = I Zm I для i = 1, . . •  , n - 1 (в неравенстве ус.чо
ВIIЯ задаЧl1 надо ПО.IJОЖНТЬ j = n) . Если 2! не лежат в веРШlIнах 
прави.чьного шеСТИУГОЛЬНlIка, то опять-таки один из углов между их 
раДllусами-векторами будет < 600, что позволяет провести предыду
щее рассуждеНllе. 

277. Среди номеров i = 1 ,  2, • • •  , n обязательно найдутся такие, 
Д.'JЯ которых а! = i (наПРlIмер, i = 1 обладает ЭlllМ свойством) .  
В каждом наборе {а;}, удовлетворяющем УС.ЧОВIIЯМ задачи, выде· 
лнм пос.чеднпЙ из номеров, обладающих указанным свойством, П 
разобьем все наборы на n подмножеств : 

�k = {{ад; ak = k, а/ < i, k < i ";;; n}, k = 1, • _ _  , n. 

Каждый набор IIЗ \1l" разбllвается на «голову» al, . . .  , а" п 
«хвост» aA +I,  • • •  , а7l, причем их мы можем выбирать незаВиСIIМО друг 
от друга. Числа al, . . . , а"_1 удовлетворяют условию задачи, н по
тому IIХ, а значнт, 11 «ГО.човы» можно выбрать А"_I способами (при /l = 1 голова определяется однозначно и состоит только из al; Ао 
по сделанному СОГ.lJашеНIIЮ таI(же равно 1 ) .  

Обозначим да.'1ее ctj = ak+i - (k - 1 ) .  Тогда 

1 = ak - (k - 1 ) ";;; 0.1 :=!:' ak+ I - (k - 1 ) ";;; 0.2 ";;; . . .  ..;;; o.n-fl' 

11 так как ан; < k + J, то a"+j � k + J - 1 , откуда а; � J. Следо
вательно, пос.'!едовательность ctj УДОв.lJетворяет ус..човию задачи, а 
потому ее, а знаЧIIТ, н «хвост» можно выбирать А 7I-" способаМII 
(снова Прll n = k хвост опреде.чяется единственным образом и 
AQ = 1 ) .  
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Поэтому �1h содержит A"-lA"-Ii наборов п 
Аn = AoAn-• + A 1An-2 + . . . + An- 1Ao• 

Авторский способ отыскания А "  из этого рекуррентного соотно
шения, основанный на вычислении ПРOllзводящеfI функции / (х) ,  
очень нзящен, н о  требует некоторого навыка в м атематическом ана
Лllзе (надо доказать сходнмость ряда и уметь раскладывать БJlНОМ 
с дробным покззаlелем) :  

1.. � (1.. _ 1) _ ,-- '1 2 2 2 
� 1 - 4х =[I + (- 4х)) ' = 1 + rr (- 4x)+ 21 (-4х)2+ . • •  

C�n Попытка доказать формулу А" = ,� +. 
1 

э.lементарными средствами 
по ННДУКЦIIИ приводнт к с-,южным ВЫЧllслеН/lЯМ с факториалами. 

А 

B�------�------� C 
М 

/ 

РIIС. 7. 
n 

д.ТIЯ отыскания чllсел Аn можно ВОСПО.ТIЬ30ваlЬСЯ С.l'Iедующнм 
3НЗ.I'IОГОМ треуго.Т!ьника Паскз.ТIЯ (см. задачу 179) : 

1 О 
1 1 О 
1 2 2 О 
1 3 5 5 О 

4 9 14 14  О 

5 1 4  28 42 42 О 

6 20 48 90 132 132 О 

7 27 75 165 297 429 429 

Здесь каждое число ПО.ТIучается сложеНllем двух: стоящего непосред· 
Сlвенно над НIIМ 11 стоящего слева от него, ПОС.ТIедоватe.ТIЫЮСТЬ 
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110. А •• • • • •  А п • •  ; .  CTOIIT В этом треугольнике по Дllагонали под ну
лями, так что Ао = 1, А. = 1, А2 = 2, Аз = 5, . . .  , А7 = 

429. 
Доказательство предоставляется ЧlIтателю. 
278. Вывод формулы для биссектрисы см. в комментарии к за

даче 61 .  Используемая нпже формула для медианы получается нз 
теореыы о диагоналях парал.�елогра�llIIа: есд!! ВМ = МС н DM = 

= АМ = то (рис. 7) , ТО 

2Ь2 + 2с2 = (2tnа)2 + а2• 
283. Если t > 1 , то 411-х-I (4z-2y+x+1 - [2) > О. откуда 

4z-2у+хН > /2 > 1 
11 Z - 2у + х + 1 > О. Значит, обе скобки в равенстве 

t - 1 = 4y-x-1 (2Z-211+X+1 + t) (2Z-2y+x+ 1 - t) 

суть нечетные числа. ПОСКО.'lьку все числа в правой части целые по
ложите.'Iьные, каждое IIЗ НIIХ � 1. Следовате.1ЬНО, 

t - 1 � (2z-2у+Х+ 1  + /) > 1 + t, 

что невозможно. 
285. СМ. Д. О. Ш к л я р с к и й и др. (соч., цитируемое в ком

ментарнн к задаче 89) , задачи 106 11 107, а также ССЫJ1ЮI в коммен
таРIlИ к задаче 1 16. Другие соотношеНIIЯ. встречающиеся в рассу
ждении. читателю проще доказать самому. 

288. Эта задача IIмеет красивую геометрическую интерпретацию, 
Радиус,веl(ТОР комплексного Чllсла [(х) по.lучается сложением век
торов 

').n, al",n-I, • • •  , аn, 
причем каждый последующий вектор в этом ряду по длнне не боль
ше предыдущего и повернут по отношению к нему на один и тот же 

Рис. 8. о 
угол -arg Л. Суммируя векторы, получаем спираль (рис. 9) . Ут
верждение задачи состоит в том, что спираль может замкнуться, 
если только она правильный многоугольник. 

289. Если ограНИЧlrrься положительными числами, то это есть не 
'1ТО иное, как задача о «золотом сечеюш». 
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298. См., например, А. О. r е л ь  Ф о н д, Решение уравнений в 
целых числах, серия «Популярные лекции по математике», ГИТТ Л, 
М., 1956, стр. 55. 

300. См. комментарий к задаче 285. 
301. Проведем это рассуждение подробнее. ЕСЛII в треуго.1ы!ике 

известны основание 1 н сумма боковых сторон а + Ь = d (а энаЧIIТ, 
d + 1 ) иэвестен и IIолупернметр р = --2- • то его высоту h можно оце-

иить при помощи формулы Герона: 

h=�=21/P (р - 1) (р - а) (р - Ь) 
= 

1/(d2 - Р) (р - а) (р - Ь)< 1 1 1 

<+1/dl - 12 (P - �) = � 1/d" - 12, ( 1 )  

причем равенство имеет место TO.'JbKO в случае а = Ь [так как сум
ма р - а + р - Ь = 2р - (а + Ь) = 1 постоянная, то Пj>оизведение 
(р - а) (р - Ь) максимально, когда сомножнтели равны]. 

Рассмотрим теперь n треугольников с одинаковыми основаНIIЯМII 
1, боковыми сторонами й! и bi, а! + Ь; = dj, н высотами hj, причем 
IlЭвестна сумма D= L di = L (а, + Ьд. Надо доказать неравен

i 
ство 

Складывая неравенства ( 1 )  для всех i, получаем прежде всего 
оценку 

n n 

I hi < � I -Jd� - Р-
i=1 i=l 

(3) 

Для того чтобы найти максимальное значение правой части, ПРllбег
нем к математическому анализу. Функция W (х) = 1/ х2 - 12, Х � 1, 
вогнута (то есть любая дуга ее графика лежит над стягивающей ее 
хордой) ;  в этом можно убедиться, проверив, что производная 

f' (x) = � лJ 
х2 

., о х- - 1-

убывает с ростом х, НЛlI из геометрических соображений, поскольку 
график f (х) является ПОЛОВИНОЙ ветви гиперболы (рис. 9). 

Для вогнутых функций справедливо неравенство 

(4) 
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ЯВ.'Jяющееся частным с.'Jучаем так называемого неравенства Иен
сена. Поэтому 

что вместе с (3) дает (2) . 
ОбраnlМСЯ теперь к той задаче, которая упомянута в примеча

НlШ на стр. 65. В оригинальном тексте автор считал, что веЛlIчина 
"'(Р) достигает максимума, когда Р является центром тетраэдр;;!, 
обосновывая это тем, что только в этом случае все трсугольнию\ 

!J 

Рис. 9. �--------��----------------� :! 

A iAjP являются равнобедренными и равными между собой, п ссы
лаясь на толыю что доказанное утверждение. При этом л(Р) =о 

= -V; . Позднее в том же журнале был приведен КОНТРПРllмер: 

Д.'Jя некоторой точкн Р было явно вычислено л ( Р) > -J; . КРОМ6 

того, легко убедIIТЬСЯ. что ЦР) ПРllюшает эначеЮlе -V;. кроме 

центра еще и в вершинах тетраэдра. Чему равно маКСIlмальное зна
чение ', (Р) . мне неизвестно. 

В рассматриваемом случае число треугольников равно 6 (по 
,чuслу сторон тетраэдра) и сумма L dl БОl<ОВЫХ сторон равна УТ-
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роенной сумме L р t раССТОЯНIIИ до вершин. Поэтому из (2) мы по
i 

nучаем 

4 

6 
З � h i{;;l !  � V _ (�)2 4 � 1 L ' 
� 2 р . 
L.. Рl t 

;:=11 

(5) 

Однако сумма L Р, В центре тетраэдра принимает минимальное 
i=1 

значение, а потому для всех остальных точек мы получаем заве
домо завышенную оценку, которая, по всей вндимости, не дости-

4 
гается. (Даже утверждение о минимальности L Р, не является три-

i=1 
виальным. Элементарное доказательство см.: 1 .  В е r k е s, Einfacher 
Beweis uпd Vегаllgеmеiпегuпg еiпеr Drеiесl\suпglеichuпg, Elemente 
der Maihematik, 22, ,Ng 6 ( 1967) , 135-1 36.) 

ЗО4. Выпуклость f (х) проще всего провернть, записав ее в виде 
М М 11 х 

f (х) = I a:-aa�-X =- I :� (:i )  . 
i, j=1 1, 1=1 ' 1 

Каждое слагаемое имеет вид СА", и его вторая ПРОlIзводная > О. 
Поэтому f"(x) > о. 

Далее, симметрия / означает, что имеет место тождество 
( (хо + х) = ' (хо - х) (проверьте его1 ) .  Дифференцируя и полагая 
х = О, находим, что " (Хо) = -f'(xo) , откуда " (Хо) = о (так как 
(" > О, то хо - точка MIIHHMYMa, но это нам не понадобится) .  По
скольку '" > о, " возрастает и " (х) > " (Хо) .... о пр'! Х > хо. Сле
довательно, f возрастает при х > хо· 

ЗОВ. Эти утверждения следуют нз рассмотрения первых двух 
столбцов, причем возможtlOСТЬ А ==- О отпадает, ибо тогда IIЗ треть
его столбца 2Т + G � М Е:;; 3, что при Т * О невозможнCI. Кроме 
того, автор пропускает возможность G = 5. Теперь могло бы пока
эаться, что надо проверять на простоту по таБЛllце 180 чисел: в 
ОАМЕ дЛЯ первых трех цифр имеется 4 ·  3 . 3 = 36 возможностей 
н для Е - пять (она нечетна).  На самом деле это не так, IIбо ком
бннации не произвольны. Простой анализ показывает, что ОАМ мо
жет быть лишь 742, 451 ,  752, 591 ,  892, 11 так как Щlфра Е нечетна 
11 должна быть отличной от уже нмеющихся, то остается проверить 
в таблице простых лишь 17 чисе.1!. Это количество можно еще со· 
кратить анализом третьего и четвертого столбцов. 

3 1 1. Здесь нужна некоторая осторожность в перестановке сум-
1 kJt 

мироваНIIЯ и предельного переходв. Заметим, что йn k = - ctg -, n 2n 
2 

не просто сходится к 
k1t 

при n -+  00, F\O еще JI Gn+ I . "  > аn• ". По-

этому S (n, p) таКЖе монотонна (каждое слагаемое растет и добав. 
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nяются ясвые положнтельные слагаемые), а значит, lim S (n, р) (ко
n-+оо 

нечныи илн бесконечный) существует. 
При р > 1 

n-I n-I 

S (n, р) = L (+ ctg ;; У � L ( k� У < L ( :n у < ro, 
k=1 k= 1 k=1 

И потому liт S (n, р) конечен. 
При р � I 11 n > N 

N N 
S (n, р) > L (-k- ctg �: у > L ( k� у, 

k= 1 k= \  
если n достаточно веЛIIКО (для конечнОГО числа членов можпо по-

1 kn 1 )  
доvрать единый номер n, при котором n ctg 2il > 7i1i" • Отсюда 

N 
lim S (n, р) > L ( k� )Р при любом N, что возможно ЛИШЬ, если 

k=1  
Этот предел бесконечен. 

312. В этом довольно раСШIbIвчатом рассуждении неявно пред
полагается, что конфигурацня больших кругов обладает достаточ
ной подвижностью. Круги нужно поворачивать так, чтобы при этом 
уже совмешенные точки пересечения оставались совмещенными и 
чтобы кругн не сливались. Возможность такой свободы действий, 
конечно, нуждается в обосновании. В некоторый момент все точки 
пересечения моглн бы, например, оказаться кратными, и конфигура
ЦlIЯ могла бы при этом не допускать никакого дальнейшего шеве
леНIIЯ без рассыпания этих кратных точек, от чего число точек пе
ресечеНIIЯ сразу же возрастает. 

Невозможность подобной ситуации является кдючевым местом 
и в том рассуждеНlШ, которое я хочу предложить. 

Д�жажем. что если на сфере даны n разлнчных больших кругов 
{n > 2) ,  то либо все оtlИ пересекаются в паре диаметрально проти
воположных точек, Лlfбо найдется пара точек, в которых пересе
каются ровно два больших круга. 

Прежде всего замеТDМ, что точки пересечеиия распадаются нв 
диаметрально противоположные пары. Пусть всего таких пар т и 
в диаметрально ПРОТIIВОПОДОЖНЫХ точках l-й пары пересекается d, 
больших кругов. Тогда в тех же точках сходится 2d, дуг, и, значит, 
всего дуг, на которые разбиты наши боЛЬШllе круги, будет 

т т � L 4dt = 2 L dl (каждая дуга соединяет две точки - отсюда 

1=1 i=1 
коэффиuиент 1/2; каждой паре отвечает 2d, + 2di дуг) . 

Рассыатрнваемые большие круги разбивают сферу на N обла
стей. Если среди этих областей есть хотя бы один ДВУУГОЛЬНIIК (то 
есть фигура, ограниченная двумя полуокружностями и имеющая два 
угла в диаметрально протнвоположных точках) , то все остальные 
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боЛЬШl1е круги обязаны ПРОХОДIIТЬ через те же точки. В альтерна
TIIBHOM с.г.учае каждая область ограничена не менее чем тремя ду-

гами 11 потому удвоенное общее ЧИС,10 дуг ;;;;. : N (каждая дуга 
т 

разделяет две обласТII) .  Отсюда N � � L dj• 
i=1 

Но по формуле Эйлера 

Значит, 

т 
2т - 2 L di + N = 2. ;=1 

т т 
2m - 2  L di + � L di � 2, 

i=1 i=1 
т 

Зm - L dl � З' /=1 

') 

Это неравенство противоречиво, если все dl ;;;;' 3. Следовательно, 
найдется пара точек, в которых пересекаются только два больших 
круга. 

Теперь докажем по индукции основное утверждение. 
При n = 2 оно тривиально верно (два различных больших кру

га пересекаются в двух точках) .  Предположим, что это утвержде
ние верно для IЮНфllгураций из n - 1 большого круга, n - 1 � 2. 
Рассмотрнм n раЗЛИЧНЬ.IХ больших кругов. В соответствии с дока
занны� Dыше вспомогательным утверждением, если число точек пе
ресечения этих кругов больше двух, то Iшйдется пара диаметрально 
протнвоположных точек, в которых пеI-есекаются только два круга 
нашей коНфнгураЦНII. �даЛIIМ однн из этих кругов, тогда число то
чек пересечения уменьшится по крайней мере на две. К оставшейся 
конфигураЦИII И3 n - 1 круга применимо индуктивное предположе
ние. Если все эти n - 1 кругов пересекаются в паре диаметрально 
противоположных точек, то в исходной конфигураUlIII будет 2 + 
+ 2 (n - l ) = 2n точек пересечения (как и в авторском решении).  
Если же в конфигурации нз n - 1 круга будет больше двух точек 
пересечения. то по нндукционной гипотезе IIX будет не менее 2 (п - 1 ) ,  а в конфигурацни 113 n кругов - по крайней мере на 2 
больше, то есть не менее 21L 328. При фикснрованном шаге h конечные разности опреде
ляются так: 

�! (х) = f (х + h) - f (х), 
�kf (х) = � (�k-1f (х» ,  k = 2, З, . . . . 

Для данного набора точек 1! = 1 ,  и, деikтвуя по индукции, нахо-
ДIJМ, что 

�nf (О) = 1 (п) - C�' (n - 1 ) + 
n = L (- 1) ' C�f (n - О, 

[=0 



что действительно совпадает с ВЫЧllс.аенным выражением при 
{ (х) = хn. 

Ес.'!1I f (х) = х", то М = (х + 1 ) "  - х" является ПОЛIШОМОМ 
степени k - 1  со старШIIМ членом k ·  xlt-I. Отсюда мы заключаем, 
что если f (х) - полином степени n со старшим членом хn, то 
ll'f(x) - полином степенн n - 1  со стаРШIIМ членом n(n - 1 ) . . .  (n
- 1  + l ) xn-l. При 1 = n получаем то, что IIУЖНО. 

330. Я не смог ни доказать, ни опровергнуть во:>можность та
кого выбора. 

332. Теорема Менелая состоит как раз в том, что равенство ( 1 )  
вместе с соглашением о знаке направленных отрезков является НС
обходимым и достаточным условием КОЛЛlIнеарности точек А/, В, С, 
взятых соответственно на прямых АО, ОВ/ и В/А. Ее доказатель, 
ство и разнообразные прпменения см. :  Д. О Ш к л я Р с к и й и д� , 
(соч., цитируемое в комментарии к задаче 89. задачи 131 11 132) . 
Ана.lJогичное замечание относится к (2) . 

340. См., например, Г. М. Ф н х т е н г о л ь ц. Курс дифферен, 
циального н интегрального IIсчислення, т. 2, ГИТТ Л, М. - Л., 1948, 
стр. 170. 

346. Hel{QTopbIe оцеНIШ дЛЯ 

Д. О. Шклярского И др. (соч., 
даче 1 1 6) , задачи 1 1 1  в, 1 1 7  а. 

веднчины -1- + _1_ + _1_ см. У 
Х I Х I Х2 

цитируемое в комментарии к за-

349. Поскольку 2уН = 2у · 5 · 3  + 21/, остаткн от деления ЧII
се.'! 2у на 5 периоднчески повторяются через четыре. Остаток 2 дают 
21, 25 н т. д. 

Приведенное автором рассуждение неявно предполагает, что 
х � О, У � О (а во второй части даже, что х >  О) . Прямой провер· 
кой убеждаемся, что 50 + 2 = 3 =F 17У ни при каком целом у. Если 
же х или у или оба вместе < О, то мы получаем одно из трех урав
неннй: 

17-У (5" + 2) =  1 ,  х > О, У < О, 

(1 + 2 . 5-Х) = 17У . 5-Х• Х < О, y � O, 

( 1 + 2 . 5-X) 17-Y = 5-X, х < о, у < О, 

неразрешимость которых в це.аых числах с указанны:>!н ограНllче
нпямп на знаки очевидна. 

364. Действительно, эти два числа имеют вид А2 11 2А• Если А 

больше четырех, то А2 меньше 2А. 
365. ( (х) и 1п { (х) возрастают и убывают одновременно. Но 

знак ПРОIIЗВОДНОЙ 

lп � 
(tn { (Х»/ = С: х )' 

= I -;)n Х = 7-
совпадает со знаком е - х. 

372. При повороте \lа бесконечно малый угол d(JJ каждыil из от
р.

езков АО, ВО. СО, DO заметает соответственно площадь 

В02 -2- d'Р, 
С02 -2- d'Р. 

D02 -2- d'Р, 
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а все они вместе -

А02 + 802 + С02 + D02 
---'----::-----'-- drp = 2г� d!p. 

2 

Интегрируя, получаем нужныА результат. 
Читателю предоставляется возможность ПОЛ)·ЧIIТЬ тот же ре

зультат элементарнымн средствами. 
376. Попробуйте выяснить, являются ли найденные решения 

единственно возможными ИЛII нет. 
379. Из этого уравнения вытекает, что 

РЕ : PM = R : r, 

а известно, что геометрическое место точек, расстояния которых от 
двух данных точек находятся в постоянном отношении, есть окруж
ность. 

386. Если плоскость четвертой граllИ обrазует с тремя осталь
НЫМИ гранями углы а, �, 'У, то С052 а + С05 � + С052 V = 1, а пло
щади rpaHeii связаны соотношениями 

S , = S cos a, S2 = S COS �, Sз = S соs v, 

откуда Si + S� + S� = S2. 

387. Если пункт встречи находится в точке берега с абсциссой 
х, ТО доход перевозчнка есть 

F (х) = (f - 1 ) .у(х - 6)2 + 32 - .у х2 + 92, 
Исследуя эту функцшо, получаем все приведенные в тексте утвер
ждеНIIЯ. 

390. См. в начале комментария признак делИМОСТи на Ь - 1 .  
391. Хотя предложенный автором рецепт очень нагляден, реали

зовать его практически - дело нелегкое. 
392. ВОТ как это можно доказать (предполагая, что функция 

R (O),  а следовательно, и S (O) = R (O + п) всюду дифференци
руемы). Если R(O) Ф S (O), то разность f(0) = R (O) - S (O) должна 
принимать как положительные, так и отрицательные значения, ибо 

2п 2п 2п 
� [R2 (О) - S2 (О)] dO = � R2 (О) dO - � S2 (О) dO = О 

о о о 

(оба интеграла равны удвоенной площадн, ограниченной нашей кри
вой) . Восг.ОЛЬЗ0вавшнсь еще периодичностью f (0) . мы сможем найтц 
такой интервал (а, �), что 

f (a) = f (�) = O. 1 (0) > О, а < О < �. 
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По теореме Ролля существует такое с, а < с < Р, что /' (с) =' 
.= R' (c) - S' (c) = О. Пос({олы<у f (c) = R (c) - S (c) >0. равенство 

.yR2 (с) + (R' (с)2 = .yS2 (с) + [S' (с)]2 

не мож�т выполняться. 

Заметим еще, что равенство .yR2 + (R')2 = .yS2 + (S')2 МОЖНО 
получить и не опираясь на lIестрогие геометрические соображения, а 
прямо из формулы для дифференциала длины дуги в полярных ко· 
ординатах. (8 oРlll'Иl'аJlе этого решения задачи 392 содержалась 
неточность. ) 
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